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Suoran pisteitd ovat esimerkiksi (-5,2), (-2,1), (1,0), (4,-1) ja
(-11,4).

Vastaus  esimerkiksi (-5,2), (-2,1), (1,0), (4,-1) ja (-11,4)
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Merkitdén pistettd (5,—1,-2) kirjaimella B. Suoran

suuntavektoriksi voidaan valita vektori OB, jonka lauseke on
OB=5i —j -2k .

Suoran vektoriyhtdloksi saadaan
OP =tOB = t(5i — j —2k),

missd ¢ on reaaliluku.

Vastaus  OP =#(5i — j —2k), missd ¢ on reaaliluku.
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a)

b)

Muodostetaan vektorin OA lauseke.
OA=6 —j+0k =61 — ]
Suoran vektoriyhtdloksi saadaan
OP =04+ =6i — ] +1(—27 + j +3k),
missd ¢ on reaaliluku.
Suoralla oleva piste saadaan mééritettyd, kun suoran
vektoriyhtdlossé luvulle ¢ valitaan jokin arvo. Voidaan valita
esimerkiksi =1 ja t=2.
Kun =1,
OP=6i —j +1-(=27 +j +3k)
=6i —j—2i + ] +3k
=47 +3k.

Saadaan piste (4,0,3).



Kun =2,
OP=6i —j+2-(=2i +j +3k)
=6i —j—4i +2] +6k
=27 + j +6k.
Saadaan piste (2,1,6).
Vastaus a) OP=6i — j +#(~27 + j +3k), missd ¢ on

reaaliluku.
b) esimerkiksi (4,0,3) ja (2,1,6)
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a) Suoran suuntavektoriksi v voidaan valita vektori AB.
Muodostetaan vektorin 4B lauseke.

AB=(4-1)i +(-11=(=7))] +(14-9)k
=37 -4/ +5k (=)
Suoran parametriesitys on
X=Xx,+vt
y=y,tvi
z=2z,+VLlI,

missdnyt x,=1, y,=-7 ja z,=9 sekd v =3, v, =—4 ja

v, =5. Saadaan siis

x= 1+3t
y==-T-4t
z= 9+5¢,

missa ¢ on reaaliluku.



b) Sijoitetaan pisteen P(-5,0,—1) koordinaatit x=-5, y=0 ja
z=-1 yhtéloryhmiin ja ratkaistaan jokaisesta yhtdlosti .

5= 143 =2
0=—7—4¢ .

4
-1= 9+5¢ f= 0

Koska yhtdloryhmallé ei ole yksikésitteistd ratkaisua, piste
P(-5,0,—1) ei ole suoralla.

Sijoitetaan sitten pisteen Q(31,—47,59) koordinaatit x =31,
y=-47 ja z=59 yhtidloryhmain ja ratkaistaan jokaisesta
yhtdlostd ¢.

3= 1+3¢ t=10
47 =—7—4¢ t=10
59= 9+5¢ t=10

Koska yhtdloryhmalld on yksikisitteinen ratkaisu, piste
0(31,-47,59) on suoralla.

x= 1+3¢
Vastaus a) {y=-7—-4¢t, missd ¢ on reaaliluku

z= 9+5¢
b) piste P ei ole suoralla, piste Q on
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Maéiritettdln ensin suoran parametriesitys. Esitys on muotoa

X=Xx,+VvI
Y=yt
z=2z,+VLlI,

missd nyt x,=6, y,=0 ja z,=8 sekd v, =1, v =3 ja

v, =—4 . Saadaan siis

x=6+ t
y=  3t, missd ¢t on reaaliluku.
z=8—-4t

Suoran ja yz-tason leikkauspisteen x-koordinaatti on nolla, joten
leikkauspiste on muotoa (0, y,z). Ratkaistaan parametri .

xX=6+t¢
0=6+¢
t=-6

Lasketaan leikkauspisteen y- ja z-koordinaatit.

y=3t=3-(-6)=-18
z=8-41=8-4-(-6)=32

Leikkauspiste on (0,—-18,32).

Vastaus  (0,—18,32)
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Suoran suuntavektoriksi ¥ voidaan valita vektori AB .
Muodostetaan vektorin 4B lauseke.

AB=(5-(=7)7 +(-8—-13)7 +(9—(-9)k

=127 —217 +18k (=)

Suoran parametriesitys on

X=Xx,+vt
Y=y, vt
z=2z,+VLlI,

missd nyt x,=-7, y,=13 ja z,=-9 sekd v =12, v =-21

ja v_=18. Saadaan siis

x=-7+12t
y=13-21¢
z=-9+18t,

missa ¢ on reaaliluku.



Sijoitetaan pisteen P(1,—1,3) koordinaatit x=1, y=-1 ja z=3
yhtdloryhméén ja ratkaistaan jokaisesta yhtélostd .

2
t==

1=—7+12¢ 3
1=13-21 (=2
3

3=-9418¢ 5
t==

3

Koska yhtdloryhmalld on yksikésitteinen ratkaisu, piste P(1,—1,3)
on suoralla.

Vastaus on suoralla
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Pisteen A4(2,—1,0) kautta kulkevan suoran suuntavektori on

=1 +7j +3k , joten suoran parametriesitys on

x= 2+t
y=—14+7t¢
z= 3¢,

missa ¢ on reaaliluku.

Pisteen B(6,12,11) kautta kulkevan suoran suuntavektori on

v =2i — j + 5k , joten suoran parametriesitys on

x= 6+2s
y=12- s
z= 11+35s,

missd s on reaaliluku.

Suoran leikkauspisteen (x,y,z) koordinaatit toteuttavat molemmat

parametriesitykset. Muodostetaan yhtidloryhma ja ratkaistaan se
laskimella.

24t=6+2s
—1+7t=12-s
3t=11+5s

Yhtéloryhmin ratkaisuon =2 ja s=-1.



Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit esimerkiksi sijoittamalla
t =2 pisteen 4 kautta kulkevan suoran parametriesitykseen.

xX=2+1t=2+2=4
y=—1+T7t=-1+14=13
z=3t=6

Leikkauspiste on (4,13,6).

Vastaus  (4,13,6)
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Muodostetaan pisteiden A(7,-5,4) ja B(9,-7,-2) kautta
kulkevan suoran suuntavektori.

AB=(9-7)i +(-7—(=5))] +(-2—-4)k
=27 -2 -6k

Muodostetaan suoran AB parametriesitys.

x= T+2t
y=-5-2t
z= 4-6t,

missd ¢ on reaaliluku.

Muodostetaan pisteiden C(0,0,15) ja D(6,-3,12) kautta kulkevan
suoran suuntavektori.

CD =(6-0)i +(-3-0)7 +(12-15)k
=61 —37 -3k

Muodostetaan suoran CD parametriesitys.

X = 6s
y= =35
z=15-13s,

missd s on reaaliluku.



Jos suorilla on leikkauspiste (x,y,z), niin sen koordinaatit

toteuttavat molemmat parametriesitykset. Muodostetaan yhtaloryhma
ja ratkaistaan se laskimella.

7+2t=6s
—5-2t=-3s
4—-6t=15-3s

Yhtéloryhmin ratkaisu on ¢ = —% ja s= 3

Koska yhtdloryhmalld on ratkaisu, suorat leikkaavat toisensa.
Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit esimerkiksi sijoittamalla

2 .
s =3 suoran CD parametriesitykseen.

z=15-3s=15-2=13

Leikkauspiste on (4,-2,13).



Tehtdvén tarkistus piirtdmilld geometriaohjelmalla:

Vastaus  Suorat leikkaavat pisteessd (4,-2,13).
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Lasketaan suuntavektorien pituudet ja pistetulo.
=T+ 07+ 2 =6
pl=y3+ 22+ (-1 =14
u-v=>—-j+2k)-3i +2] k)
=1-3-1-2+2-(-1)=-1

Lasketaan suuntavektorien valisen kulman suuruus.

cos(u,v) = 4y _ -
O [El Ve-via
x(u,v)= cos’l(—;) =96,26...° ~ 96°

Jodia

Koska saatu suuntavektorien vilinen kulma on tylppa, kysytty
suorien vilinen kulma on sen vieruskulma

180°—-96°=_84°.

Vastaus 84°
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Mairitetddn suorien suuntavektorit.

AB=(3—(-5)i +(1-1)] +(4—-10)k

=8 +0/ —6k =81 — 6k

CD=(3-0)i +(1—(=3))] +(4-4)k
=37 +47 +0k =37 +4;

Lasketaan suuntavektorien pituudet ja pistetulo.

AB|=+/8% +(=6)* =~/100 =10
CD|=+3*+4> =25=5

AB-CD = (81 +0j —6k)-(3i +47 +0k)
=8-3+0-4—6-0=24

Lasketaan suuntavektorien vélisen kulman suuruus.

AB-CD 24 12
AB|lcD| 10-5 25

COS(E, C_D) =

«(A4B,CD) = cos"(%) =61,31..°~61°

Koska saatu suuntavektorien vilinen kulma on terdva, kysytty
suorien vilinen kulma on myos 61°.

Vastaus 61°
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Suorat / ja m ovat sama suora, jos ne kulkevat saman pisteen
kautta ja jos niilld on yhdensuuntaiset suuntavektorit.

Osoitetaan ensin, ettd suorat kulkevat saman pisteen kautta.
Osoitetaan esimerkiksi, ettd suora / kulkee suoralla m sijaitsevan
pisteen B(-21,7,14) kautta.

Suoran / suuntavektoriksi voidaan valita vektori OA, jonka lauseke
on OA=15{ —5j —10k . Suora kulkee origon kautta, joten sen
parametriesitys on

x= 15t
y= =5t
z=-10¢,

missa ¢ on reaaliluku.

Tutkitaan, sijaitseeko piste B(-21,7,14) suoralla /. Sijoitetaan
pisteen B(-21,7,14) koordinaatit x=-21, y=7 ja z=14
yhtdloryhméén ja ratkaistaan jokaisesta yhtilosta .

-21= 15¢

14=-10¢




Koska yhtdloryhmalld on yksikisitteinen ratkaisu, piste
B(-21,7,14) on suoralla /. Siten molemmat suora kulkevat saman

pisteen kautta.
Osoitetaan sitten, ettd suorien suuntavektorit ovat yhdensuuntaiset.

Suoran m suuntavektori on v =-97 + 37 + 6k . Edelld todettiin,

ettd suoran / suuntavektorion OA=15i =5/ —10k .

Vektorit v ja OA ovat yhdensuuntaiset tasmélleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, ettd v =rOA.

Tutkitaan, onko yhtdlollda v = ra, r # 0, ratkaisu.
v =rOA
—97 +37 +6k =r(15i —=5j —10k)
—97 +3; +6k =15ri —5r] —10rk
Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtidloryhma.

-9=15r



Ratkaistaan kaikista yhtéloistd 7.

3
r=——
5
3
y=——
5
3
y=——
5

Saatiin yksikdsitteinen ratkaisu r = —% ,joten v = —%@ . Siten

molempien suorien / ja m suuntavektorit ovat yhdensuuntaiset.

On osoitettu, ettd molemmat suorat kulkevat saman pisteen kautta ja

suorien suuntavektorit ovat yhdensuuntaiset. Suorat ovat siten sama
suora. O
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a) Normaalivektori 7 on kohtisuorassa suoraa vastaan. Kuvan
perusteella ndyttda siltd, ettd suoran suuntavektoriksi voidaan
valita esimerkiksi vektori ¥ =2i +3 . Vahvistetaan havainto

laskemalla vektorien 7 =-3i +2; ja v pistetulo.
m-v=(=3i +2j)-(2i +3))
~3.242-3=0

Koska pistetulo 7-v =0, vektorit 7 ja Vv ovat toisiaan
vastaan kohtisuorassa, joten vektori v =2i +3; kiy suoran
suuntavektoriksi.

Suora kulkee pisteen (6,—1) kautta ja sen suuntavektori on
v =2i +3j , joten suoran parametriesitys on

x= 6+2¢
missa ¢ on reaaliluku.
y=-143t,



b) Suoran ja x-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti on nolla,
joten leikkauspiste on muotoa (x,0) . Ratkaistaan parametri .

y=—1+3¢

0=-1+3¢

1
f==
3

Lasketaan leikkauspisteen x-koordinaatti.

x:6+2t:6+z:§
33

Suora leikkaa x-akselin pisteessd (?,0).

Suoran ja y-akselin leikkauspisteen x-koordinaatti on nolla,
joten leikkauspiste on muotoa (0, y). Ratkaistaan parametri ¢.

x=6+2¢
0=6+2¢
t=-3

Lasketaan leikkauspisteen y-koordinaatti.
y=—14+43t=-1+3-(-3)=-10

Suora leikkaa y-akselin pisteessd (0,—10).
x= 6+2¢

Vastaus  a) missd ¢ on reaaliluku
y=-1+3t,

b) pisteissd (?,O) ja (0,-10)
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a) Sijoitetaan koordinaatistoon pisteet A4(6,0,8) ja B(3,5,6) ja
piirretdén niiden kautta kulkeva suora. Lisdtdan suoralle 4B
kolmas piste (kuvassa C), jota liikutellaan suoralla ja jonka
koordinaattien arvoja luetaan.

Suoran ja yz-tason leikkauspisteessd x-koordinaatti on nolla.
Liikutetaan piste C sellaiseen kohtaan, jossa sen x-koordinaatti
on nolla. Piste on (0,10,4).

b) Suoranja xy-tason leikkauspisteessd z-koordinaatti on nolla.
Liikutetaan piste C sellaiseen kohtaan, jossa sen z-koordinaatti
on nolla. Piste on (-6,20,0).

Vastaus a) (0,10,4)
b) (-6,20,0)
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a) Muodostetaan vektorin OA lauseke.
OA=3i +8) +0k =37 +87
Lentosuoran vektoriyhtdloksi saadaan
OP =0A+1v =31 +8] +1(=21 =5 +39%),

missd ¢ on reaaliluku. Fysikaalisesti tulkittuna luku ¢ on aika
sekunneissa, joka on kulunut raketin laukaisusta.

b) Raketti rdjdhtad, kun ¢ =3. Madritetddn kysytty piste
lentosuoran vektoriyhtdlon avulla.

OP =37 +87 +3-(=27 —5] +39%k)
=37 +87—6i —15; +117k
=31 -7/ +117k

Raketti rdjdhtda pisteessd (—3,—7,117). Raketti on tuolloin
117 metrin korkeudella (z-koordinaatin arvo).

Vastaus  a) OP =37 +8j +#(=2i —5/ +39k), missd ¢ on
reaaliluku.
b) 117 metrin korkeudella pisteessd (—3,-7,117)
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a)

b)

Suoran parametriesitys on

X=x,tut
y:y0+uyt
z=2z,+uLl,

missé nyt x,=2, y,=-1 ja z,=0 sekd u =1, u, =7 ja

u_ =3. Saadaan siis

x= 2+ t
y=—1+7t
z= 3t,

missd ¢ on reaaliluku.

Suoran ja xz-tason leikkauspisteen y-koordinaatti on nolla, joten
leikkauspiste on muotoa (x,0,z). Ratkaistaan parametri .

y=-1+7t
0=—-1+7¢
—Tt=-1

1
t=—
7



Lasketaan leikkauspisteen x- ja z-koordinaatit.

x:2+t:2+l:1—5
7 7
2:31‘:é
7
Leikkauspiste on (1—5, 0, i) .
7 7
x= 2+t

Vastaus a) < y=-1+7¢, missd ¢ on reaaliluku
z= 3t

15 3
b) (=.,0,=
) (=,0.2)



227

Suoran suuntavektoriksi ¥ voidaan valita vektori AB .
Muodostetaan vektorin 4B lauseke.

AB=(0-3)i +(4-3)] +(5-0)k
=37 +j+5k (=V)

Suoran parametriesitys on

X=Xx,+vt
Y=y, vt
z=2z,+VLlI,

missdnyt x,=3, y,=3 ja z,=0 sekd v =-3, v =1 ja

v, =5. Saadaan siis

x=3-3¢
y=3+1
z= 5,

missa ¢ on reaaliluku.



Sijoitetaan pisteen C(9,1,-9) koordinaatit x=9, y=1 ja
z=-9 yhtdloryhméin ja ratkaistaan jokaisesta yhtédlostd .

9=3-3¢ t=-2

1=3+1¢ t=-2

-9= 5t 9
t=—=

5

Koska yhtdloryhmalld ei ole yksikésitteistd ratkaisua, piste
C(9,1,-9) eiole suoralla.

Vastaus  ei ole suoralla



228

Suorat ovat yhdensuuntaiset, jos niiden suuntavektorit ovat
yhdensuuntaiset.

Suoran OP =27 —k + t(i =37 +2k) lausekkeesta voidaan suoraan

lukea, etti suoran suuntavektori on 7 =7 —3; +2k .

x= 5-2s
Vastaavasti suoran < y = 6s suuntavektorin komponentit ovat
z=—1-4s

luettavissa parametrin s kertoimista, joten suuntavektoriksi saadaan
V=-2i +6j -4k .

Vektorit # ja v ovat yhdensuuntaiset tismaélleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku r, ettd w =rv .

Tutkitaan, onko yhtédlollda w# =»v, r =0, ratkaisu. Voitaisiin
muodostaa yhtdlo ja ratkaista saatava yhtdloryhma, mutta voidaan

my6s huomata suoraan, etti 7 —3 +2k = —% (=21 +6] —4k) eli

_ 1_ . . . o
u= _EV . Siten suorien suuntavektorit ovat yhdensuuntaiset, joten

myos suorat ovat yhdensuuntaiset. o
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Muodostetaan pisteiden A(2,—1,8) ja B(5,—1,—7) kautta kulkevan
suoran suuntavektori.

AB=(5-2)i +(=1—=(=1))j +(-7-8)k
=37 +0/ —15k =3i —15k

Muodostetaan suoran 4B parametriesitys.

x= 2+ 3t
y=-1
z= 8-15¢,

missa ¢ on reaaliluku.

Muodostetaan pisteiden C(0,—13,3) ja D(2,-5,3) kautta
kulkevan suoran suuntavektori.

CD=(2-0)i +(=5-(-13)7 +(3=-3)k
=27 +8) +0k =27 +8

Muodostetaan suoran CD parametriesitys.

X = 2s
y=—13+8s
z= 3,

missa s on reaaliluku.



Suoran leikkauspisteen (x,y,z) koordinaatit toteuttavat molemmat

parametriesitykset. Muodostetaan yhtdloryhma4 ja ratkaistaan se
laskimella.

2+43t=2s
—1=-13+8s
8—-15¢=3
- . . 1 . 3
Yhtéloryhmin ratkaisu on tzE ja s =5

Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit esimerkiksi sijoittamalla

1 .
t=§ suoran AB parametriesitykseen.

x=2+3t=2+1=3

y=-1
z=8-15=8-5=3

Leikkauspiste on (3,-1,3).

Vastaus  (3,-1,3)
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Pisteestd A(—1,0,4) ldhtevén lasersidteen suuntavektori on

u=1+3] —k,joten sidettd vastaavan suoran parametriesitys on

x=—1+t¢
y=  3t, missd ¢t on reaaliluku.
z= 4—¢

Pisteestd B(3,2,—6) ldhtevdn lasersdteen suuntavektori on

V =-27 — j +4k , joten sidetti vastaavan suoran parametriesitys on
x= 3-2s
y= 2— s, missd s on reaaliluku.
z=—6+4s

Jos suorilla on leikkauspiste (x, y,z), niin sen koordinaatit

toteuttavat molemmat parametriesitykset. Muodostetaan yhtdaloryhma
ja ratkaistaan se laskimella.

—1+t=3-2s
3t=2-3s
4—t=-6+4s

Osoittautuu, ettd yhtdloryhmalla ei ole ratkaisua. Siten lasersdteitd
vastaavat suorat eivét leikkaa toisiaan.

Vastaus eivat leikkaa
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Pisteen P paikkavektori on suoran vektoriyhtild, joten pisteet P
piirtdvit suoran, kun parametri ¢ kdy lapi kaikki reaaliluvut.

Suoran OP = (20 =4 +k)+1t(—i +107 +3k) parametriesitys on

x= 2—- t
y=—4+10¢t
z= 1+ 3¢,

missa ¢ on reaaliluku.

Muodostetaan pisteiden A4(-2,-8,2) ja B(4,12,4) kautta
kulkevan suoran suuntavektori.

AB =(4—(-2))i +(12—(-8))] +(4-2)k
=61 +20j +2k

Muodostetaan suoran AB parametriesitys.

x=-2+4+ 6s
y=-8+4+20s
z= 2+ 2s,

missd s on reaaliluku.



Piste P on suoralla AB, jos suorat leikkaavat toisensa. Tutkitaan,
onko suorilla jollakin parametrin ¢ arvolla leikkauspiste (x,y,z),

jolloin pisteen koordinaatit toteuttavat molemmat parametriesitykset.
Muodostetaan yhtdloryhma ja ratkaistaan se laskimella.

2—t=-2+6s
—4+10t =-8+20s
1+3t=2+2s
- , . 7 . 11
Yhtéaloryhmén ratkaisuon t=— ja s=—.
10 20

Siten suorat leikkaavat toisensa (ja piste P on suoralla AB), kun
7

t=—.
10

Vastaus t= l
10
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Mairitetddn suorien suuntavektorit.

AB =(-3—-(=2))i +(0=(=1)] +(4=-5k
=—i+j—k

CD =(1—(=3))i +(-4-0)7 +(8-5)k
=47 —47 +3k

Lasketaan suuntavektorien pituudet ja pistetulo.

AB|= /(1> + I’ +(=1)* =3

CD|=+/4* +(-4)* +3* =+/41

AB-CD=(-i +j —k)-(47 =47 +3k)

=—1-4+1-(-4)-1-3=-11

Lasketaan suuntavektorien valisen kulman suuruus.

cos(AB,CD) = AB-CD = !
AB||cD| 341
«(AB,CD) = cos™' (- L )=172,67..°~173°
: NN ,67...

Koska saatu suuntavektorien vilinen kulma on tylppd, kysytty
suorien vdlinen kulma on sen vieruskulma 180°—-173°=7°.

Vastaus 7°
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Suora AB leikkaa suoran CD kohtisuorasti, jos suorat leikkaavat
toisensa ja jos niiden suuntavektorit ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa.

Osoitetaan ensin, ettd suorien suuntavektorit ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa.

Maaritetddn suorien suuntavektorit.
AB=(5-3)i +(4=5)j +(1-(=2)k
=2i —j+3k
CD=(9-9)i +(5-(-1)j +(8-6)k
=0i +6/ +2k =6j +2k
Lasketaan suuntavektorien pistetulo.
AB-CD =(2i —j +3k)-(0i +67 +2k)
=2:0-1-6+3-2=0

Koska pistetulo AB-CD =0, suuntavektorit ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa.



Osoitetaan sitten, ettd suorat leikkaavat toisensa.

Pisteiden A(3,5,-2) ja B(5,4,1) kautta kulkevan suoran

parametriesitys on (suuntavektori AB laskettiin jo edelld)

x= 3+2t
y= 5-1t
z=-2+3t,

missa ¢ on reaaliluku.

Pisteiden C(9,-1,6) ja D(9,5,8) kautta kulkevan suoran

parametriesitys on (suuntavektori CD laskettiin jo edelld)

x= 9
y=—1+6s
z= 60+2s,

missa s on reaaliluku.

Jos suorilla on leikkauspiste (x,y,z), niin sen koordinaatit

toteuttavat molemmat parametriesitykset. Muodostetaan yhtaloryhma
ja ratkaistaan se laskimella.

3+2t=9
5—-t=-1+6s
—24+3t=6+2s

Yhtiloryhmin ratkaisuon =3 ja s= % .



Koska yhtdloryhmailld on ratkaisu, suorat leikkaavat toisensa.

On osoitettu, ettd suorien suuntavektorit ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa ja suorat leikkaavat toisensa. Siten suora AB leikkaa
suoran CD kohtisuorasti. O
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Pisteestd A4(—2,12,0) ldhtevin lentosuoran suuntavektori on

Vv =-2i —5j +k , joten lentosuoran parametriesitys on

x=-2-2t
y=12-5¢
z= t,

missa ¢ on reaaliluku.

Lentokone on x-akselin yldpuolella silloin, kun lentosuora leikkaa
xz-tason. Suoran ja xz-tason leikkauspisteen y-koordinaatti on nolla,
joten leikkauspiste on muotoa (x,0,z). Ratkaistaan parametri ¢.

y=12-5¢
0=12-5¢
12
t=—=
5

Lasketaan leikkauspisteen x- ja z-koordinaatit.

w=2-2=p-2_ 34 43
55
2,
5

Siten lentokone ylittd4 rautatien pisteessd (—6,8; 0; 2,4). Lentokone
on talloin 2.4 kilometrin korkeudella (z-koordinaatin arvo).

Vastaus 2,4 km korkeudella pisteessd (—6,8; 0; 2,4)
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a) Suoran suuntavektoriksi voidaan valita vektori AP .
Muodostetaan vektorin AP lauseke.

AP =(x-1)i +(y—(-1))j
=(x-Di +(y+1)j

Normaalivektori 77 =-3i +5; on kohtisuorassa suoraa

vastaan. Siten vektorien 7 ja AP pistetulon tdytyy olla nolla.
Ehdosta saadaan yhtilo pisteen P(x,y) koordinaateille x ja y.

-AP=0

(=3i +57)-(x=1)i +(y+1)j)=0
3-(x=D)+5-(y+1)=0
—3x+3+5y+5=0
—3x+5y+8=0



b)

Suoran ja x-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti on nolla.
Ratkaistaan leikkauspisteen x-koordinaatti a-kohdassa johdetun
yhtdlon avulla.

—3x+5y+8=0
-3x+0+8=0
8

xX=—=

3

Suora leikkaa x-akselin pisteessd (2,0).

Suoran ja y-akselin leikkauspisteen x-koordinaatti on nolla.
Ratkaistaan leikkauspisteen y-koordinaatti a-kohdassa johdetun
yhtdlon avulla.

—3x+5y+8=0
0+5y+8=0
__ 8
4 5

Suora leikkaa y-akselin pisteessd (0,—%).

Vastaus a) —-3x+5y+8=0

b) (§,0> ja (0,—2)
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On miéiritettivi jokin vektori ¢ = xi + yj + zk , joka on
kohtisuorassa vektoreita @ =37 — j +k ja b=1i +5; +k vastaan.

Niin on tismilleen silloin, kun molemmat pistetulot @-¢ ja b-¢
ovat nollia.

Muodostetaan ja ratkaistaan syntyvit kaksi yhtdlod eli yhtilopari.
a-c=0
Bi —j+k)-(xi +y/+2zk)=0
3x—y+z=0
bh-c=0
(T +57+k)-(xi +y/+2zk)=0
x+5y+z=0
Péadyttiin siis yhtdlopariin
{3x - y+z=0

x+5y+z=0.



Poistetaan saadusta yhtidloparista muuttuja z ja ratkaistaan muuttuja
y muuttujan x avulla.

3x— y+z=0 |- (=1)
x+5y+z=0

-3x+ y-z=0
+

x+5y+z=0

-2x+6y =0

=—x
Y73

Sijoitetaan y = %x esimerkiksi yhtiloparin ylempéédn yhtéloon ja

ratkaistaan muuttuja z muuttujan x avulla.

3x—y+z=0
1
3x——x+z=0
3
8
Z=——X
3

On siis saatu y = Ex ja z= —Ex . Jos valitaan esimerkiksi

x=-3,saadaan y=-1 ja z =38, joten vektoriksi ¢ saadaan
C=xi +yj +zk =-3i — j +8k . Siis vihre laserside lihetetiéin
suuntaan —3i — j + 8k .

Vastaus  suuntaan —37 — j + 8k



HUOM 1. Kannattaa vielé tarkistaa suoralla laskulla, ettd yhtalot
a-c=0 ja b-c=0 toteutuvat,kun ¢=-37 —j +8k .

HUOM 2. Jos muuttujan x arvoksi olisi valittu positiivinen luku,
muuttuja z olisi ollut negatiivinen. Téllin vektorin

C=xi +yj +zk z-akselin suuntainen komponentti osoittaisi
alaspdin eli vihred lasersdde ammuttaisiin kohti maata, mika tuskin

on jarkevia. Siksi muuttujan x arvoksi on valittava negatiivinen
luku.
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Pisteen A(20,0,8) kautta kulkevan suoran suuntavektori on

i =—47 + 3] + 2k , joten suoran parametriesitys on

x=20-4¢
y= 3t
z= 8+2t,

missd ¢ on reaaliluku.

Pisteen B(—4,32,0) kautta kulkevan suoran suuntavektori on

Vv =—6i +  + 7k , joten suoran parametriesitys on

x=-4-06s
y=32+ s
z= 7s,

missa s on reaaliluku.

Tutkitaan ensin, leikkaavatko suorat (laserséteet) toisensa.



Jos suorilla on leikkauspiste (x,y,z), niin sen koordinaatit

toteuttavat molemmat parametriesitykset. Muodostetaan yhtaloryhma
ja ratkaistaan se laskimella.

2041 =—4—6s
3t=32+s
8+2=7s

Osoittautuu, ettd yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua, joten suorat eivit
leikkaa toisiaan.



Maédritetdén sitten suorien (lasersiteiden) risteimiskohta, kun sdteiti
katsotaan alhaalta. Risteimiskohdassa suorien x- ja y-koordinaatit
ovat yhtd suuret, joten kyseisen kohdan (x,y) koordinaatit

toteuttavat molemmat parametriesitykset. Muodostetaan yhtédlopari
(edellisen yhtdloryhmén ensimmadinen ja toinen yhtil) ja ratkaistaan
se laskimella.

20—4t=-4—-06s
3t=32+s
Yhtéloparin ratkaisuon t=12 ja s=4.
Selvitetddn lopuksi, kumpi ristedvistd suorista (lasersiteistd) on
ylempénd. Lasketaan suorien z-koordinaatti sijoittamalla =12
pisteen 4 kautta kulkevan suoran parametriesitykseen ja s =4

pisteen B kautta kulkevan suoran parametriesitykseen.

z=8+4+2t=8+2-12=32

z=Ts=T7-4=28

Siis pisteen 4 kautta kulkeva sdde on 32 —28 =4 metrid ylempéna.

Vastaus Siteet eivit leikkaa. Punainen lasersdde on 4 metrida
ylempéna.



Tekija e Pitkd matematiikka4 e 9.12.2016

238

*m

<

a) Kuvan perusteella piste D(3,-2,2) ei voi olla tasossa.

b) Kuvan perusteella piste £(2,2,7) voi olla tasossa.

Vastaus  a) ei voi

b) voi
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a) Pisteen A(2,-1,3) paikkavektori on 0A =27 - J +3k . Pisteen
A kautta kulkevan tason suuntavektorit ovat # =7 + j —k ja
Vv =4i —2] +k . Tason vektoriyhtiloksi saadaan

OP=0A+si+v =20 —j+3k +s(i + ] —k)+1(4i =27 +k),
missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.
b) Voidaan valita esimerkiksi s=1 ja =0 sekd s=0 ja ¢r=1.
Kun s=1 ja =0,
OP=2i —j+3k+1-(i +j—k)+0-(47 =2 +k)
=27 —j+3k+i+] -k
=3i +2k.
Saadaan piste (3,0,2).
Kun 5s=0 ja ¢t=1,
OP=27 —j+3k+0-(i + ] —k)+1-(47 =2 +k)
=27 —j+3k+41 -2 +k
=61 —3] +4k.
Saadaan piste (6,—3,4).
Vastaus a) OP=2i —j +3k +s(i + ] —k)+t(4i =27 +k),

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja
b) esimerkiksi (3,0,2) ja (6,-3,4)
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a) Tason suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit AB ja AC.
Muodostetaan vektorien lausekkeet.

AB =(=5-(3)7 +2-(-1)j +(1-2)k
=20 +3/ -k

AC = (2= (3)i +B—=(-1))] +(-4-2)k
=7 +4j -6k

b) Pisteen A(-3,—1,2) paikkavektorion OA4=-37 — ] +2k .
Tason vektoriyhtdloksi saadaan

OP=0A+5sAB +1AC =30 — j +2k +s(=27 +3] —k)+1(i +4] —6k),
missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.
Vastaus a) AB=-2i +3j—k ja AC=1 +4j —6k

b) OP=-30 — ] +2k +s(—27 +3] —k)+t(i +4] —6k),
missd s ja ¢ ovat reaalilukuja



241
a) Tason parametriesitys on

X=x,tus+vt

Y=Yy, tu,s+vi

z=z,+u,s+vLi,
missé nyt x,=2, y,=0 ja z,=1 sekd u =1, u,=-2 ja
u, =1 sekd v =-3, v =1 ja v, =-2.Saadaan siis
x=2+ s-3t

y= -2s+ t

z= 1+ s-2t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.



b) Sijoitetaan pisteen P(11,-8,8) koordinaatit x =11, y=-8

ja z=28 yhtdloryhmééin ja tutkitaan laskimella, onko
yhtdloryhmaéllad ratkaisu.

11=2+ s-3t
8= 25+ ¢
8= 1+ s-2¢

Yhtéaloryhmain ratkaisuon s=3 ja t=-2.Koska

yhtéloryhmélle saatiin ratkaisu, piste P(11,—8,8) on tasossa. O

x=2+ s-3t
Vastaus a) y= —2s+ t missd s ja ¢ ovatreaalilukuja
z= 14+ s-2¢
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a) Tason suuntavektoreiksi # ja v voidaan valita vektorit AB
ja AC.Muodostetaan vektorien lausekkeet.

AB=(4-1)i +(3-0)] +(0-4)k

=3i +3j -4k (=u)
AC=(-1-1Di +(=2-0)7 +(3-4)k
=20 -2j-k (=V)
Tason parametriesitys on
X=x,tus+vt
Y=Yy, tu,s+vi
z=z,tus+v.t,

missd nyt esimerkiksi x, =1, y,=0 ja z,=4 sekd u =3,

=-2 ja v, =-1.

u,=3 ja u,=—4 sekd v =-2, v,

Saadaan siis

x=1+3s-2¢
y= 3s-2t
z=4—-4s— t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.



b) Sijoitetaan pisteen D(4,3,%) koordinaatit x=4, y=3 ja

z :% yhtdloryhmaéén ja tutkitaan laskimella, onko

yhtédloryhmaélla ratkaisu.

4=1+3s-2¢
3= 3s-2t
Z=4—4s— t
4

Yhtéloryhmin ratkaisu on s = ;—; ja t= _2t . Koska

yhtiloryhmélle saatiin ratkaisu, piste D(4, 3,%) on tasossa.

x=1+3s-2¢
Vastaus a) {y=  3s5s—2¢, missd s ja ¢ ovat reaalilukuja
z=4-4s— ¢

b) on
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a) Merkitdén pistettd (4,0,—2) kirjaimella 4. Parametriesitystd
varten tarvitaan pisteen A4 lisdksi kaksi muuta tason pistettd B
ja C. Médritetddn annetulta suoralta kaksi pistettd sijoittamalla
parametrille » kaksi arvoa, esimerkiksi arvot 0 ja 1.
Sijoitetaan »=0.
x=1-4r=1-4-0=1
y=—1-3r=-1-3-0=-1
z=1-r=1-0=1
Saadaan piste B(1,—1,1).
Sijoitetaan r=1.
x=1-4r=1-4-1=-3
y=—1-3r=-1-3-1=-4
z=1l-r=1-1=0
Saadaan piste C(-3,—4,0).
Muodostetaan tasolle kaksi suuntavektoria.
AB=(1-4)i +(-1-0)] +(1—(-2)k
=37 -j+3k
AC =(-3-4) +(—4-0)] +(0—(-2))k

=70 —4] +2k



b)

Tason parametriesitys on
x= 4-3s-7Tt
y=  —s-4
z=-2+3s+2t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

Tason ja z-akselin leikkauspiste on muotoa (0,0,z).

Madéritetdén parametrien s ja ¢ arvot sijoittamalla
parametriesityksen kahteen ensimmadiseen yhtdloon x =0 ja
y =0 jaratkaisemalla yhtélopari laskimella.

0=4-3s-7¢
0= —-s—-4

Yhtéloparin ratkaisu on s = % ja t= e

Lasketaan leikkauspisteen z-koordinaatti parametriesityksen
viimeisen yhtdlon avulla.

z=—2+3s+2¢

:—2+3-E+2-(—i)
5 5

=6

Leikkauspiste on (0,0,6).



x= 4-3s-7Tt
Vastaus a) {y=  —s—4¢ missd s ja t ovat reaalilukuja

z=-—2+3s+2¢
b) (0,0,6)
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Kuvan perusteella piste D(3,—1,2) ei ole tasossa.

Vastaus el ole
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a) Tason yhtdlon koordinaattiyhtdldé on muotoa
a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—2z2,)=0,

missd nyt pisteen koordinaatit x, =2, y,=1 ja z,=-1 sekd
normaalivektorin kertoimet a=5, b=-2 ja c¢=3.

Sijoitetaan koordinaatit ja kertoimet ja sievennetddn
koordinaattiyhtdlé normaalimuotoon.

a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—2,)=0
5:(x=2)-2-(y—-D+3:(z—(-1))=0
5x-10-2y+2+3z+3=0
5x-2y+3z-5=0

b) Tutkitaan, toteuttavatko pisteen P(2,4,1) koordinaatit tason
yhtélon.

5x-2y+3z-5=0
5:2-2-4+3-1-5=0

0=0
tosi

Pisteen P koordinaatit toteuttavat tason yhtdlon, joten piste on
tasossa.

Vastaus a) 5x—-2y+3z-5=0
b) on
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Muodostetaan vektorin 4B lauseke.
AB =(-2-5) +(5-0)] +(-1—(-4)k

=70 +5] +3k

Koska taso on kohtisuorassa suoraa 4B vastaan, vektori AB
voidaan valita tason normaalivektoriksi.

Tason yhtélon koordinaattiyhtéld on muotoa
a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—2z,)=0,

missd nyt pisteen P koordinaatit x,=1, y,=-2 ja z,=5 sekd
normaalivektorin kertoimet a=-7, b=5 ja c¢=3.

Sijoitetaan koordinaatit ja kertoimet ja sievennetddn
koordinaattiyhtélé normaalimuotoon.

a(x—x))+b(y—y,)+c(z=z)=0
~7-(x=-D+5-(y—(-2)+3:(z=5=0
—Ix+7+5y+10+3z-15=0

=T1x+5y+3z+2=0

Vastaus  —7x+5y+3z+2=0

HUOM. Yhtdlo on matemaattisesti identtinen kirjassa vastauksena
annetun yhtdlon 7x—-5y—-3z-2=0 kanssa. Jilkimmadiseen
muotoon paddyttiisiin suoraan, jos normaalivektoriksi olisi valittu

~AB=BA.
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Suoran ja tason leikkauspisteen koordinaatit toteuttavat sekd suoran
parametriesityksen ettd tason yhtdlon. Sijoitetaan suoran
parametriesityksestd koordinaattien lausekkeet x =15+ 3¢,

y=—%—2t ja z=—%—3t tason yhtdloon 7x+y—-2z=4.

7-(5+3t)+(—%—2t)—2-(—%—3t)=4

25t+§=4
2

Koska parametrille ¢ saadaan ratkaisu, suora ja taso leikkaavat
toisensa. Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit sijoittamalla arvo

3 .
t =—= suoran parametriesitykseen.

x=5+3t=5+3-(—§)=l
272
1 1 3.5
YT » 23
Z:_Z_3t:_1_3.(_§):1
2 2 2

Leikkauspiste on (%,%, 1.

. 5
Vastaus isteessa (—,—,1
p ( ) )
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Suoran ja tason leikkauspisteen (x,y,z) koordinaatit toteuttavat

sekd tason ettd suoran parametriesityksen. Muodostetaan
yhtdloryhma ja ratkaistaan se laskimella.

13-2¢t=1+43r+2s
—21+3t=5r-s
14— t=2+8r+14s
Yhtéloryhmin ratkaisu on r:—E, S:E ja t=6.

Koska yhtdloryhmalld on ratkaisu, suora ja taso leikkaavat toisensa.
Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit esimerkiksi sijoittamalla arvo
t =6 suoran parametriesitykseen.

13-2t=13-2-6=1
—21+3t=-214+3-6=-3
14-t=14-6=8

Leikkauspiste on (1,-3,8).

Vastaus  (1,-3,8)



249
x= 5+2¢

a) Suoran ¢ y=-8-3¢ suuntavektorin komponentit ovat

z= 11+7¢
luettavissa parametrin ¢ kertoimista, joten (erddksi)
suuntavektoriksi saadaan v =27 —3; + 7k .

xy-tason normaalivektoriksi voidaan valita 7 =k .

Lasketaan vektorien pituudet ja pistetulo.
7]=22 + (=3 +7* =62
=1

v-n=Qi -3]+7k)-k
=2.0-3-0+7-1=7

Lasketaan vektorien vilinen kulma.

7
<(v,7) =cos ' (——) =27,25..°~ 27°
\62



Kuvan perusteella

suora leikkaa tason

kulmassa

a=90°-27°=63°. -

27°
(Kuva
havainnollistaa /. &

kulmia, mutta
vektorien
pituuksien suhteet
ovat kuvassa
vadrin.)

b) yz-tason normaalivektoriksi voidaan valita 7 =17 .

Lasketaan vektorien pituudet ja pistetulo (|| laskettiin jo
a-kohdassa).

=1, ven =20 -3j+7k)i=2-1-3-0+7-0=2

Lasketaan vektorien valinen kulma.

2
X(v, ) =cos ' (—=—) =75,28..°~ 75°
V62

a-kohdan tapaan voidaan péitelld, ettd suora leikkaa tason
kulmassa 90°—75°=15°.

Vastaus a) 63° b) 15°
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a) Kuvan perusteella piste Q(-3,2,1) ei voi olla tasossa.

ZA




b) Kuvan perusteella piste Q(—3,2,1) voi olla tasossa.

\ \ \

\ \
\

=
T

\ >,
\ L\ I

Vastaus  a) ei voi
b) voi
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a) Madritetddn ensin tason suuntavektorit. Suuntavektoreiksi
voidaan valita vektorit 4B ja AC.

AB=(2-2)i +(-1—-(=3))j +(1-6)k
=0i +2j -5k =27 -5k
AC=(3-2)i +(1-(=3))] +(0—6)k

=7 +4] -6k

Pisteen A(2,-3,6) paikkavektorion OA4 =27 —37 +6k .
Tason vektoriyhtdloksi saadaan

OP=0A+sAB +1AC =27 —3] + 6k +s(2] -5k )+1(i +4] —6k),
missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

b) Voidaan valita esimerkiksi s=1 ja =1 sekd s=1 ja
t=-1.

Kun s=1 ja =1,

OP=2i —3j+6k +1-(2j —=5k)+1-(i +4 —6k)
=27 -3/ +6k+2j -5k +i +4] —6k
=37 +3j —5k.

Saadaan piste (3,3,-5).



Kun s=1 ja t=-1,
OP=2i —3j+6k +1-(2] =5k)—1-(i +4] —6k)
=27 -3/ +6k+2] -5k —1 —4] +6k
=7 -5/ +7k.
Saadaan piste (1,-5,7).
Vastaus a) OP =27 —3] +6k +s(2] —5k)+t(i +4] —6k),

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja
b) esimerkiksi (3,3,-5) ja (1,-5,7)
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a) Pisteen A(2,1,-1) paikkavektorion OA=27 + j —k . Pisteen
A kautta kulkevan tason suuntavektorit ovat # =7 —5; +3k ja

v =37 +4j —2k . Tason vektoriyhtiloksi saadaan
OP=0A+si+v =21 + ] —k +s(i =57 +3k)+1(=31 +4] —2k),
missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.
b) Midritetddn ensin tason parametriesitys. Esitys on muotoa
X=Xx,tus+vit
y=y,tus+vt
z=zy+us+vLi,

missdnyt x,=2, y,=1 ja z,=-1 sekd u =1, u,=-5 ja
u,=3 sekd v . =-3, v =4 ja v, =-2.Saadaan siis

x= 2+ 53t

y= 1-5s+4¢

z=—1+3s5s-2t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja. (Parametriesitys voidaan myos
lukea suoraan vektoriyhtdlosti.)



Sijoitetaan pisteen Q(1,-5,3) koordinaatit x =1, y=-5 ja
z =73 yhtdloryhmadén ja tutkitaan laskimella, onko
yhtdloryhmaélla ratkaisu.

1= 2+ s—3¢
5= 1-5s+4¢
3=—1+3s-2¢

Yhtéloryhmaén ratkaisuon s=2 ja t=1. Koska
yhtéloryhmélle saatiin ratkaisu, piste Q(1,—-5,3) on tasossa. O

Vastaus a) OP=2i + ] —k +s(i —5] +3k)+#(=3i +4] —2k),
missd s ja ¢ ovat reaalilukuja
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a) Tason suuntavektoreiksi # ja v voidaan valita vektorit AB
ja AC.Muodostetaan vektorien lausekkeet.

AB=(8-6)i +(-1-(-2))j +(-3-Dk
=2i +j -4k (=u)
AC=2-6)i +(1-(-2)]+(2-Dk
=4 +3j+k (=V)
Tason parametriesitys on
X=x,tus+vt
Y=Yy, tu,s+vi
z=z,+u,s+vLi,
missd nyt esimerkiksi x, =6, y,=-2 ja z,=1 sekd u =2,
u,=1 ja u,=—4 sekd v, =-4, v =3 ja v, =1.Saadaan
siis
xX= 6+2s—4¢
y=-2+4+ s+3t

z= l-4s+ ¢,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.



b) Tason ja z-akselin leikkauspiste on muotoa (0,0,z).

Maiéritetddn parametrien s ja ¢ arvot sijoittamalla
parametriesityksen kahteen ensimmaéiseen yhtdloon x =0 ja
y =0 jaratkaisemalla yhtdlopari laskimella.

{O: 6+2s—4t¢

0=-2+ s+3¢

Yhtéloparin ratkaisuon s=-1 ja ¢r=1.

Lasketaan leikkauspisteen z-koordinaatti parametriesityksen
viimeisen yhtélon avulla.

z=1-4s+t
=1-4-(-D+1
=6

Leikkauspiste on (0,0,6).

x= 6+2s—4¢
Vastaus a) < y=-2+ s+3¢ missd s ja ¢ ovatreaalilukuja

z= l1—-4s+ ¢
b) pisteessd (0,0,6)



254

a) Parametriesitystd varten tarvitaan pisteen A4(5,2,—1) lisdksi
kaksi muuta tason pistettd B ja C. Méadritetdéin annetulta

suoralta kaksi pistettd sijoittamalla parametrille ¢ kaksi arvoa,
esimerkiksi arvot 0 ja 1.
Sijoitetaan ¢ =0.
x=2-1t=2-0=2
y=1+2t=1+2-0=1
z==l+t=-1+0=-1
Saadaan piste B(2,1,-1).
Sijoitetaan 7=1.
x=2-t=2-1=1
y=1+2t=1+2-1=3
z=—l4+t=-1+1=0
Saadaan piste C(1,3,0).

Muodostetaan tasolle kaksi suuntavektoria.

AB=(2-5)i +(1-2)] +(-1—-(-1)k

=37 —j+0k=-37 —;

AC=(1-5i +(B-2)j+(0-(-1))k

=47 +j+k



Tason parametriesitys on

x= 5-3r—4s
y= 2—-r+ s
z=-1+ S,

missd » ja s ovat reaalilukuja.

Sijoitetaan pisteen P(-9,2,1) koordinaatit x=-9, y=2 ja
z=1 yhtéléryhméén ja tutkitaan laskimella, onko
yhtdloryhmaélla ratkaisu.

9= 5-3r—-4s
2= 2—-r+ s

I=-1+ s

Yhtéloryhmain ratkaisuon »=2 ja s=2.Koska
yhtdloryhmélle saatiin ratkaisu, piste P(-9,2,1) on tasossa.

Sijoitetaan pisteen (Q(2,4,—1) koordinaatit x=2, y=4 ja
z=-1 yhtéloryhmiin ja tutkitaan laskimella, onko
yhtdloryhmaélla ratkaisu.

2= 5-3r—4s
4= 2-r+ s
—1=-1+ S

Yhtiloryhmilld ei ole ratkaisua, joten piste Q(2,4,—1) eiole
tasossa.



x= 5-3r—-4s

Vastaus a) {y= 2— r+ s, missd r ja s ovat reaalilukuja

z=—1+ s
b) on
c) eiole
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Maédritetddn ensin parametriesitys tasolle, joka kulkee pisteiden
A(-1,2,-2), B(4,0,2) ja C(3,-4,0) kautta.

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit AB ja AC.
Muodostetaan vektorien lausekkeet.

AB=(4—(=1)i +(0=2)7 +(2=(-2)k
=5i 2] +4k
AC=GB=(-1)i +(-4-2)] +(0—(=2)k
=4i -6 +2k
Tason parametriesitys on esimerkiksi

x=—1+5s+4t¢
y= 2-2s—-6t

z=-2+4s+2t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.



Tutkitaan seuraavaksi, sijaitseeko piste D tasossa. Sijoitetaan
pisteen D(2,3,1) koordinaatit x=2, y=3 ja z=1
yhtiloryhmaéén ja tutkitaan laskimella, onko yhtéloryhmalla ratkaisu.

2=—1+5s5s+4t¢
3=2-25-06t
l=-2+4s5+2t

Yhtéloryhmin ratkaisuon s=1 ja ¢= —%. Koska yhtdloryhmalle

saatiin ratkaisu, piste D on tasossa, joka kulkee pisteiden 4, B ja
C kautta. Siten kaikki neljd pistettd ovat samassa tasossa.

Vastaus ovat
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a) Muodostetaan vektorin BA lauseke.
BA=(12=T)7 +(=15—-(=3))] +(4—(-3)k
=5 —127 +7k

Koska taso on kohtisuorassa janaa 4B vastaan, vektori BA
voidaan valita tason normaalivektoriksi. (Voitaisiin valita myds

vektori AB . Valinta johtaa matemaattisesti identtiseen
tulokseen.)

Tason yhtélon koordinaattiyhtéld on muotoa
a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—2z,)=0,

missd nyt tasossa sijaitsevan pisteen B koordinaatit x, =7,

Y, =-3 ja z,=-3 sekd normaalivektorin kertoimet a =35,
b=-12 ja c¢=7.

Sijoitetaan koordinaatit ja kertoimet ja sievennetddn
koordinaattiyhtdlé normaalimuotoon.

a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—z,)=0
5-(x=7)=12:(y = (-3)+7-(z~(-3)) =0
5x-35-12y-36+7z+21=0
5x-12y+7z-50=0



b) Tason ja x-akselin leikkauspiste on muotoa (x,0,0).
Madritetddn leikkauspisteen x-koordinaatti sijoittamalla
normaalimuotoiseen yhtdloon y =0 ja z=0 jaratkaisemalla

yhtalo.
5x=12y+7z-50=0
5x-12-0+7-0-50=0
5x-50=0
x=10
Leikkauspiste on (10,0,0).
Tarkistus piirtdmalla

(leikkauspiste merkitty
punaisella): iz

Vastaus a) Sx—12y+7z-50=0
b) pisteessd (10,0,0)
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Koskataso T jataso x—30y+12z—7=0 ovat yhdensuuntaiset,
myo0s niiden normaalivektorit ovat yhdensuuntaiset.

Muuttujien kertoimista voidaan suoraan lukea, ettd yksi tason
x—30y+12z—7=0 normaalivektori on i —307 +12k . Kyseinen
vektori voidaan valita my0s tason 7 normaalivektoriksi.

Tason yhtdlon koordinaattiyhtdlé on muotoa
a(x—x,)+b(y—-y,)+c(z—z2,)=0,

missé nyt pisteen 4 koordinaatit x,=5, y,=-17 ja z,=3 sekd
normaalivektorin kertoimet a =1, b=-30 ja c=12.

Sijoitetaan koordinaatit ja kertoimet ja sievennetddn
koordinaattiyhtélé normaalimuotoon.

a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—2,)=0
1-(x=5)-30-(y=(-17))+12-(z=-3)=0
x—=5-30y-510+12z-36=0
x—=30y+12z-551=0

Tason 7' yhtéld on siis x—30y+12z-551=0.

Vastaus x—-30y+12z-551=0
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Pisteestd P(—1,9,-3) ldhtevén laserséiteen suuntavektori on

V=1 -2 +k , joten sidetti vastaavan suoran parametriesitys on

x=-1+ s
y= 9-2s
z=-3+ s,

missd s on reaaliluku.

Maééritetddn suoran ja tason x—y+z—2=0 leikkauspiste 4.

Suoran ja tason leikkauspisteen koordinaatit toteuttavat sekd suoran
parametriesityksen ettd tason yhtdlon. Sijoitetaan suoran
parametriesityksestd koordinaattien lausekkeet x =—1+s,
y=9-2s ja z=-3+s tason yhtdloon x—y+z-2=0.

(-1+5)—(9—-25)+(-3+s5)—-2=0
—14+5-9+25s—-3+5-2=0
4s5-15=0



Koska parametrille s saadaan ratkaisu, suora ja taso leikkaavat
toisensa. Lasketaan leikkauspisteen 4 koordinaatit sijoittamalla arvo

15 .
5= 7 suoran parametriesitykseen.

x:—l+s=—1+£=H

4
15 3
=9-2s§=9-2.—==
4 4 2
z=—3+S=—3+1—5=é
4 4
Leikkauspiste on A(E,i,i) .
424

x= 1+ r+3t¢
Maiiritetddn sitten suoran ja tason § y = 5-3r+3¢ leikkauspiste B.
z=—1+ r—6t

Suoran ja tason leikkauspisteen (x,y,z) koordinaatit toteuttavat

sekd tason ettd suoran parametriesityksen. Muodostetaan
yhtdloryhma ja ratkaistaan se laskimella.

-1+ s= 1+ r+3¢
9-2s=5-3r+3¢

-3+ s=-1+ r—-=6¢

Yhtéaloryhmaén ratkaisuon »=0, s=2 ja t=0.



Koska yhtdloryhmalld on ratkaisu, suora ja taso leikkaavat toisensa.
Lasketaan leikkauspisteen B koordinaatit esimerkiksi sijoittamalla
arvo s =2 suoran parametriesitykseen.

x=—-l+s=-1+2=1
y=9-25=9-2.2=5
z=-3+s5s=-3+2=-1
Leikkauspiste on B(1,5,-1).
. . , . . 113 3, .
On siis saatu selvitettyd molemmat leikkauspisteet A(T’E’Z) ja
B(1,5,-1).

Maéiritetddn lopuksi vektori AB ja sen pituus.

Ez(l—%)?+(5—%)7+(—l—%)l?

Vastaus 7—
4
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Madéritetdén ensin lentokoneen lentosuora. Merkitidn pistettd
(14,5; 14,5; 1) kirjaimella A4 japistettd (12; 12; 0,8)
kirjaimella B.

Muodostetaan pisteiden 4 ja B kautta kulkevan suoran
suuntavektori.

AB=(12-14,5)i +(12-14,5) +(0,8— 1)k

=-2,51 -2,5] -0,2k

Muodostetaan lentosuoran 4B parametriesitys.

x=14,5-2,5¢
y=14,5-2,5¢
z= 1 =0,2¢,

missa ¢ on reaaliluku.

Piste, jossa lentokone koskettaa kiitorataa, on lentosuoran ja xy-
tason leikkauspiste. Leikkauspisteen z-koordinaatti on nolla,
joten leikkauspiste on muotoa (x,y,0). Ratkaistaan parametri .

z=1-0,2¢t
0=1-0,2¢

t=35



b)

Lasketaan leikkauspisteen x- ja y-koordinaatit.
x=14,5-2,5t=14,5-2,5-5=2
y=14,5-2,5t=2

Lentokone koskettaa kiitorataa pisteessd (2,2,0).

On laskettava lentosuoran ja xy-tason vilinen kulma.

Lentosuoran suuntavektoriksi laskettiin jo a-kohdassa
AB=-2,51 =2,5] —0,2k .

xy-tason normaalivektoriksi voidaan valita 7 =k .

Lasketaan vektorien pituudet ja pistetulo.

|48 = J(=2,5) +(=2,5)> +(=0,2)* = /12,54
=1

AB -7 =(-2,5i —=2,5] —0,2k)-k
=-2,5-0-2,5-0-0,2-1=—-0,2

Lasketaan vektorien valinen kulma.

4B _ 0,2
AB|a| 12,541

COS(E, n)=

0,2

V12,54

«(AB,7) = cos (- )=93,237..°~93,2°



Suoran suuntavektorin ja tason normaalivektorin vilinen kulma
on tylppa. Kuvan perusteella lentosuoran ja tason vilinen kulma
o =93,2°-90°=3,2°,

(Kulmien ja vektorien pituuksien mittasuhteet ovat kuvassa
vadrin.)

Vastaus  a) pisteessd (2,2,0)
b) 3,2°
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Jos halutaan muodostaa normaalimuotoinen yhtélo tasolle

x=1- s+ t (1)
y=3-2s+4¢ (2)
z=4+ s+3t 3)

on paistdvd eroon parametreista s ja ¢. Ratkaistaan ensin parametri
t yhtélostd 1.

x=1-s+¢
x—1+s=¢
t=x—-1+s

Sijoitetaan saatu lauseke yhtdloihin 2 ja 3 ja sievennetddn
yhtdldparia.

{y:3—2s+4t=3—2s+4~(x—1+s)

z=44+s5+3t=4+s5+3-(x—1+5)

{y:3—25+4x—4+4s:—1+25+4x

z=4+s5+3x-3+3s=1+4s+3x



Ratkaistaan yhtdloparin ylemmaésta yhtélostd parametri s.

y=—1+2s5s+4x
y+1-4x=2s
2s=y+1-4x=1-4x+y

1 1
§=—=2x+—
2 2

Sijoitetaan saatu lauseke yhtéloparin alempaan yhtéloon ja
sievennetddn yhtaloa.

z=1+4s+3x
z—l+4~(l—2x+l )+3x
2 2

z=14+2-8x+2y+3x
z=3-5x+2y

5x-2y+z-3=0

Huomataan, etti on pdddytty normaalimuotoiseen yhtiloon, jossa ei
esiinny parametreja s ja t.

Vastaus  S5x—-2y+z-3=0
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Annettu suora on tason 3x+2y—4z+7 =0 suuntainen silloin, kun

suoran suuntavektori on kohtisuorassa tason normaalivektoria
vastaan. Suoran suuntavektorin ja tason normaalivektorin pistetulon
pitdd siis olla nolla.

x=3a+ 4¢
Suoran <y =-2- at suuntavektorin komponentit ovat luettavissa

z= T+ 2at

parametrin ¢ kertoimista, joten (erdéksi) suuntavektoriksi saadaan
V=4i —aj +2ak .

Vastaavasti muuttujien kertoimista voidaan ndhdé suoraan, ettd yksi
tason 3x+2y—4z+7=0 normaalivektorion 7 =3i +2; —4k .

Nyt siis vektorien v ja 7n pistetulon tiytyy olla nolla.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan vakion a arvo.

v-r=0
(47 —aj +2ak)-(3i +27 —4k)=0
4.3-q-2+2a-(-4)=0

12-10a =0
6

a=—

5

Annettu suora on tason 3x+2y—4z+7=0 suuntainen vakion

arvolla a = é
5

Vastaus a= g
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(Kuva havainnollistaa kulmia, mutta
vektorien pituudet ovat kuvassa véérin.
Tasoja on merkitty punaisilla viivoilla.)

Muuttujien kertoimista ndhdédan suoraan, ettd yksi tason
—2x+y—z+3=0 normaalivektorion 7 =-2i +; —k .

Vastaavasti tason x+2y+3z—-8=0 yksi normaalivektori on
p=1+2]+3k.

Lasketaan normaalivektorien pituudet ja pistetulo.

7= (22 + P+ (-1 =6

p|=~12+22+3* =14

n-p=(=2i +j—k) (i +27 +3k)
=—2.1+1-2-1-3=-3

Lasketaan vektorien valinen kulma.

-3 3

cos(7,p) = |||| \/_\/_ 2@

«(7, p) = cos (- =109,106...° ~109,1°

1 ’ )
Normaalivektorien valinen kulma on

tylppé. Kysytty tasojen vélinen kulma
on kuvan perusteella

a =360°-109,1°-90°-90° =70,9°.




b) Muuttujien kertoimista ndhdddn, ettd yksi tason
x—2y+4z+3=0 normaalivektorion 77 =7 —27 +4k .

Vastaavasti tason 7x—2y—4z—-35=0 yksi normaalivektori
on p=7i -2j —4k .

Lasketaan normaalivektorien pituudet ja pistetulo.

1P +(=2) +4% =421

[P =7"+ (=27 + (4" = V69

m-p=( -2]+4k)- (71 =2] —4k)
=1-7-2-(-2)+4-(-4)=-5

Lasketaan vektorien vilinen kulma.

-5 5
cosm.p) = | || | “ L2169 3161

«(7, p) = cos ™ (- J_) 97,547..° ~ 97,5°

Koska saatu normaalivektorien vdlinen kulma on tylpp4,
a-kohdan tapaan voidaan paitelld, ettd kysytty tasojen vilinen
kulma on

360°-97,5°-90°-90° =82,5°.

Vastaus a) 70,9° b) 82,5°



263

b)

d)

Tekija e Pitkd matematiikka4 e 9.12.2016

z
Kuvan perusteella pisteen
P(2, 3, 4) etéiisyys 9 //*::\‘\ ““““““ A
xy-tasosta on 4 \‘\\112,/3;'4):
(z-koordinaatin arvo). A 3 . :

Pisteen P(2,3,4) !
etdisyys xz-tasosta on 3 14
(v-koordinaatin arvo). ! ’

Pisteen P(2,3,4) e

__________________

etdisyys x-akselista 3
saadaan laskettua T
Pythagoraan lauseella.

V3442 =25=5

Pisteen P(2,3,4) etdisyys z-akselista saadaan laskettua
Pythagoraan lauseella.

V22432 =413

Vastaus a) 4

b) 3
c) S

d V13
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Olkoon Q@ se suoran piste, joka on
lahimpéna pistettd P. Talloin vektori

PQ on kohtisuorassa suoraa vastaan.

Suoran suuntavektori on

5 =41 — j +2k jasuora kulkee
pisteen A(8,0,1) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x=8+4¢
y= -t
z=1+2¢,

missd ¢ on reaaliluku.

Piste O on suoralla, joten pisteen O koordinaatit toteuttavat suoran
parametriesityksen ja voidaan merkita

0 =(8+4t,—t,1+2¢).
Muodostetaan vektorin @ lauseke.

PO =(8+4t—(=1))i +(=t—4)] +(1+2t-0)k

=(9+41)i +(-4-1)] +(1+20)k



Koska vektori PQ on kohtisuorassa suoraa vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria s vastaan, ja vektorien
pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan parametrin ¢
arvo.

PQ-5=0

(O+40)i +(—4—0)j +(1+20)k)- (47 — j +2k)=0
(9+41)-4+(=4—1)-(-1)+(1+26)-2=0
216+42=0

t=-2

Lasketaan pisteen Q koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin arvo
t =—2 suoran parametriesitykseen.

x=8+4r=8+4-(-2)=0
y=—t=—(-2)=2
z=1+42t=1+2-(=2)=-3

Siten piste (0,2,—3) on suoran pisteistd ldhimpéni pistettd P.

Vastaus  (0,2,-3)
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a) Olkoon Q se suoran piste, joka on
lahimpéna pistettd P. Talloin
vektori PQ on kohtisuorassa
suoraa AB vastaan.

Suoran suuntavektoriksi voidaan
valita vektori AB.

AB =(6—(=2))i +(-1=-3)j +(4—(=2))k
=81 —4j +6k

Suora kulkee pisteen A4(—2,3,-2) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x=-2+8¢
y= 3-4¢
z=-2+6t,

missd ¢ on reaaliluku.

Piste O on suoralla 4B, joten pisteen O koordinaatit
toteuttavat suoran parametriesityksen ja voidaan merkité

O =(-2+8t,3—4t,-2+6t).



Muodostetaan vektorin @ lauseke.
PO =(-2+8—4)i +(3—41-2)] +(=2+61—(-1))k
= (—6+80)i +(1-41)] +(-1+61)k

Koska vektori PQ on kohtisuorassa suoraa AB vastaan, niin

se on kohtisuorassa suoran suuntavektoria AB vastaan, ja
vektorien pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan
parametrin ¢ arvo.

PQ-AB=0

(—6+8t)i +(1—4t)] +(=1+60)k)-(87 -4 +6k)=0
(—6+8t)-8+(1-41t)-(-4)+(-1+6¢)-6=0

1161 -58=0

1

{t=—

2
Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin

1 o
arvo ¢ = E suoran parametriesitykseen.

x:—2+8t:—2+8-%:2

|
_3_4r=3-4.1-]
Y 2

z=—2+6t=—2+6%=1

Saadaan piste Q(2,1,1).



b) Pisteen P etdisyys suorasta on pisteiden P ja Q vilinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO=02-4)i +(1-2)j +(1-(-1))k

=27 —j+2k

PO|= JEP + (=12 422 =9 =3

Pisteen P etdisyys suorasta 4B on 3.

Vastaus a) (2,1,1)
b) 3
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Olkoon Q@ se suoran piste, joka on
lahimpéna pistettd P. Talloin vektori

PQ on kohtisuorassa suoraa 4B
vastaan.

Suoran suuntavektoriksi voidaan valita
vektori AB.

AB =(-3-12)i +(5=(=5))] +(-4-6)k

=—157 +10 —10k

Suora kulkee pisteen A4(12,—5,6) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x=12-15t
y=-5+10¢
z= 6-10¢,

missd ¢ on reaaliluku.

Piste O on suoralla 4B, joten pisteen O koordinaatit toteuttavat
suoran parametriesityksen ja voidaan merkita

O=(12-15t,-5+10¢,6 —10¢) .



Muodostetaan vektorin @ lauseke.

PO =(12-15t-1)i +(=5+10t-0)] +(6—-10¢ - 2)k
=(11-150)i +(=5+10¢)] +(4-100)k

Koska vektori PQ on kohtisuorassa suoraa 4B vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria AB vastaan, ja vektorien

pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan parametrin ¢
arvo.

PO-AB=0
((11=158)7 +(=5+106)7 +(4—100)k)- (=15 +107 —10k) =0
(11-15¢)-(~15) + (=5+10¢)- 10+ (4 —10¢) - (-=10) = 0

425t -255=0
3

t==

5

Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin arvo

t= 3 suoran parametriesitykseen.

x:12—15t:12—15%:3

y:—5+10t:—5+10%=1

Z:6—10l=6—10'%:0

Saadaan piste Q(3,1,0).



Pisteen P etdisyys suorasta on pisteiden P ja Q vilinen etidisyys.
Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO=03-1Di +(1-0)] +(0-2)k

=27+ -2k

PO = E T (27 =5 =3

Pisteen P etdisyys suorasta 4B on 3.

Vastaus 3
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Merkitddn kolmion huippua eli pistettd
(1,3,-1) kirjaimella P.

Kolmion pinta-ala on puolet kannan
pituuden ja korkeuden tulosta. Koska
kannan pituus tunnetaan, on
selvitettdva korkeus eli pisteen P
etdisyys annetusta suorasta.

Olkoon Q se suoran piste, joka on
lahimpéna pistettd P. Talloin vektori

PQ on kohtisuorassa suoraa vastaan.

Suoran parametriesitys on

x=2—t
y=3-t
z=1-t,

missd ¢ on reaaliluku. Esityksestd ndhdéén, ettd yksi suoran

suuntavektorion 5 =—i —j —k .

Piste O on suoralla, joten pisteen O koordinaatit toteuttavat suoran
parametriesityksen ja voidaan merkiti

0=02-1t3-11-1).



Muodostetaan vektorin @ lauseke.
PO=Q2-t-1i +(3-t=3)j+(1-t-(-)k
=(1-0i -+ -0k

Koska vektori PQ on kohtisuorassa suoraa vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria s vastaan, ja vektorien
pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan parametrin ¢
arvo.

PO-5=0

(1=0)i =5 +(2-0k)- (=i =] ~k)=0
(A=) (-D-t-(-D+2-1)-(-D)=0
3t-3=0

r=1

Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin arvo
t =1 suoran parametriesitykseen.

x=2-t=2-1=1
y=3-t=3-1=2
z=1-t=1-1=0

Siten piste Q(1,2,0) on suoran pisteistd [dhimpéand kolmion
huippua P.



Pisteen P etdisyys suorasta on pisteiden P ja Q vilinen etidisyys.
Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO=(1-Di +(2-3)j+(0—-(-1)k

=0i —j+k=—j+k
PO =0 + (1)’ +1" =2

Pisteen P etdisyys suorasta on V2. Kyseessé on siis myos
tutkittavan kolmion korkeus.

Lasketaan lopuksi kolmion pinta-ala kolmion kannan pituuden ja
korkeuden tulon puolikkaana:

W22

2

A 5.

Vastaus 5
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Merkitddn suoran pisteitd
(-7,7,0) ja (5,1,3)
kirjaimilla 4 ja B. Ympyrdn
keskipiste on origossa
0(0,0,0) .

On mééritettdvd ympyrin
sdde eli origon O etdisyys
suorasta A4B.

Olkoon Q se suoran piste,
joka on ldhimpéni pistettd

0. Télloin vektori @ on kohtisuorassa suoraa AB vastaan.

Suoran suuntavektoriksi voidaan valita vektori AB .

AB=(5-(-7)i +(1-7)j +(3-0)k

=127 -6/ +3k

Suora kulkee pisteen A4(—7,7,0) kautta, joten suoran

parametriesitys on

x=-7+12t
y= T- 6t
z= 3t,

missd ¢ on reaaliluku.



Piste O on suoralla 4B, joten pisteen Q koordinaatit toteuttavat
suoran parametriesityksen ja voidaan merkita

O=(-7+12¢,7-6¢3¢).
Vektori @ on pisteen O paikkavektori, joten
00 = (=7+120)i +(7-6t)] + 3tk .

Koska vektori OQ on kohtisuorassa suoraa AB vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria AB vastaan, ja vektorien
pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan parametrin ¢
arvo.

00-AB=0

(=7 +128)i +(7—6t)] +3tk)-(12i =6 +3k)=0
(=7 +12£)-12+(7 - 6t)-(=6)+3¢-3=0

189t —126 =0

2

t==
3



Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin arvo

2 .
t =— suoran parametriesitykseen.

x=—7+12t:—7+12-§:1

Saadaan piste 0(1,3,2).

Ympyrén sdde on origon etdisyys suorasta 4B eli origon ja pisteen
Q vilinen etiisyys. Vektori OQ on paikkavektorina

OQ =7 +3] +2k . Lasketaan sen pituus.
00|= V1 +3°+27 =14

Siis ympyran sdde on V14 .

Vastaus \/ﬁ
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Merkitdén pistettd (4,3,—-5) kirjaimella A.

Olkoon Q se tason piste, joka on ldhimpéna pistettd P. Talloin
vektori PQ on kohtisuorassa tasoa vastaan.

Taso sisdltdd pisteen A(4,3,-5) ja silld on suuntavektorit

W=-2i —j+k ja v=1+2j—3k,joten tason parametriesitys on

x= 4-2s+ t
y= 3— s+2t
z==5+ s-3t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

Piste O on tasossa, joten pisteen O koordinaatit toteuttavat tason
parametriesityksen ja voidaan merkiti

O=M4-2s+t,3—5+2t,-5+s5-31).

Muodostetaan vektorin @ lauseke.

PO=(4-2s+t-3)i +(3—s5+2t—(=13))] +(=5+s—3t—(=2))k

=(1-2s+1)i +(16—5+26)] +(-3+s-30)k



Koska vektori PQ on kohtisuorassa tasoa vastaan, niin se on
kohtisuorassa tason molempia suuntavektoreita & =-27 — j +k ja

V=1 +2j -3k vastaan. Muodostetaan yhtildpari ja ratkaistaan
parametrien s ja ¢ arvot laskimella.

{((12s+r)?+(16s+2z)7+(3+s3t)1?)~(277+/?)=0

(1-25+1)i +(16—s+28)] +(-3+s-30)k)-(i +2j —-3k)=0

(1=25+1)-(=2)+(16 =5 +2) - (1) + (=3 +5-3¢)-1=0
{ (1=25+8)-1+(16—5+2t)-2+(-3+5—3t)-(-3) =0

65— Tt—21=0
~Ts+14t+42=0

Yhtiloparin ratkaisuon s=0 ja t=-3.



Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saadut parametrien
arvot s=0 ja ¢t=-3 tason parametriesitykseen.

x=4-25+t=4-2.0-3=1
y=3—5+2t=3-0+2-(-3)=-3
Z=-5+s5-3t=-5+0-3-(-3)=4

Saadaan piste (1,-3,4).

Vastaus  (1,-3,4)
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a) Olkoon Q se tason piste, joka on ldhimpéna pistettd P. Talloin
vektori PQ on kohtisuorassa tasoa vastaan.

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit AB ja AC.
AB=(Q2-1)i +(~1-0) +(0—(-1))k

=i —j+k
AC=Q2-1i +(2-0)] +2-(-1)k

=i+2j+3k

Taso sisdltdd pisteen A(1,0,—1) ja silld on edelld lasketut
suuntavektorit, joten tason parametriesitys on

x= l4+s+ ¢
y= —s+2t
z=—-1+s+3t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

Piste O on tasossa, joten pisteen Q koordinaatit toteuttavat
tason parametriesityksen ja voidaan merkitd

O=(+s+t,—s+2t,—-1+s+3¢).



Muodostetaan vektorin @ lauseke.
PO = (1+s+t—8)7+(—s+2t—%)7+(—1+s+3z—(—1))/?
-~ 3 — 7
=(-7+s+1)i +(—5—s+2t)] +(s+3t)k
Koska vektori @ on kohtisuorassa tasoa vastaan, niin se on

kohtisuorassa tason molempia suuntavektoreita AB=7 — j +k

ja AC=i+2j+3k vastaan. Muodostetaan yhtilopari ja
ratkaistaan parametrien s ja ¢ arvot laskimella.

PO-AB=0
PO-AC=0

((—7+s+t)7+(—§—s+2t)7+(s+3t)/?)-(7—7+/€)=o

((—7+s+z)7+(—%—s+2t)7+(s+3t)1?)~(i+27+31€)=o

(—7+s+t)~1+(—%—s+2t)~(—1)+(s+3t)~1=O
(—7+s+t)-1+(—%—s+2t)-2+(s+3t)~3=O

3s + 2t—£=0
2

25 +14t-10=0



b)

Yhtéloparin ratkaisu on s :% ja t= 1 .

2

Lasketaan pisteen Q koordinaatit sijoittamalla saadut

: 3. 1 .
parametrien arvot s =3 ja t=§ tason parametriesitykseen.

x:1+s+t:1+%+l:3

311
2= 242 ()=t
Y 2=

z:—l+s+3t:—1+i+3-(l):2
2 2

Saadaan piste (3,—%,2) .

Pisteen P etdisyys tasosta on pisteiden P ja Q vélinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO=(3-8)7 +(-> -] +@-(-I)F

=57 -2 +3k

[PO| = J(=5) +(=2)* +3° =38

Pisteen P etdisyys tasosta on +/38.

Vastaus  a) (3,—%,2) b) /38
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a)

Olkoon Q@ se tason piste, joka on ldhimpéna pistettd P. Talloin
piste O on pisteen P kautta piirretyn tason normaalisuoran ja
tason leikkauspiste.

Normaalisuoran suuntavektoriksi voidaan valita tason
normaalivektori. Tason x+ y+z—2=0 yksi normaalivektori

on m=1+j+k.

Normaalisuora kulkee pisteen P(2,-2,—1) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x= 2+t
y=-2+t
z=—1+1¢,

missd ¢ on reaaliluku.

Sijoitetaan lausekkeet tason yhtdloon x+y+z-2=0 ja
ratkaistaan parametrin ¢ arvo.

C+)+(2+)+(-1+1)-2=0
3t—-3=0

t=1



Lasketaan leikkauspisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu
parametrin arvo ¢=1 normaalisuoran parametriesitykseen.

x=2+t=2+1=3
y=-2+t=-2+1=-1

z=—14+t=-1+1=0
Pisteeksi Q saadaan (3,-1,0).

b) Pisteen P etdisyys tasosta on pisteiden P ja Q vélinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO =(3-2)i +(~1-(-2))j +(0—(-1)k

=i+j+k
|@|=\/12+12+12 =3
Pisteen P etdisyys tasosta on V3.

Vastaus a) (3,-1,0)

b) V3
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Merkitdén kartion huippua eli pistettd (2,—1,3) kirjaimella P.

Kartion tilavuus on kolmasosa pohjan pinta-alan ja kartion
korkeuden tulosta. Koska pohjan pinta-ala tunnetaan, on selvitettava
kartion korkeus eli pisteen P etdisyys annetusta tasosta.

Olkoon Q se tason piste, joka on ldhimpéna pistettd P. Talloin piste
QO onpisteen P kautta piirretyn tason normaalisuoran ja tason
leikkauspiste.

Normaalisuoran suuntavektoriksi voidaan valita tason
normaalivektori. Tason x—y+3z+10=0 yksi normaalivektori on

n=1-+3k.

Normaalisuora kulkee pisteen P(2,—1,3) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x= 2+ t
y=—1-t¢
z= 3+3t,

missd ¢ on reaaliluku.

Sijoitetaan lausekkeet tason yhtdloon x—y+3z+10=0 ja
ratkaistaan parametrin ¢ arvo.

2+t)—(-1-6)+3-(3+3t)+10=0
111+22=0
t=-2



Lasketaan leikkauspisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu
parametrin arvo ¢=—2 normaalisuoran parametriesitykseen.

X=2+t=2-2=0
y=-l-t=-1-(-2)=1

z2=3+3t=3+3-(-2)=-3

Siten piste Q(0,1,—3) on tason pisteistd l&himpéna kartion
huippua P.

Huipun P etdisyys tasosta on pisteiden P ja Q vilinen etiisyys.
Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO =(0-2)i +(1-(=1))] +(=3-3)k

=27 +2j —6k

PO|= J(=2) +27 +(=6)> =~/44 =211

Pisteen P etdisyys tasosta on 2+/11. Kyseessd on siis my0s
tutkittavan kartion korkeus.

Lasketaan lopuksi kartion tilavuus jakamalla pohjan pinta-alan ja
kartion korkeuden tulo luvulla 3:

N
3

14 44 .

Vastaus 44
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b)

d)

Vastaus a) 3 b) 2

Pisteen P(3,-2,5)
etiisyys pisteen
A(1,1,2) kautta
kulkevasta xy-tason
suuntaisesta tasosta on
5-2=3
(z-koordinaattien
erotus).

Pisteen P(3,-2,5)
etdisyys pisteen
A(1,1,2) kautta
kulkevasta yz-tason

suuntaisesta tasosta on
3—-1=2

(x-koordinaattien erotus).

D
,,,,,,,,,,

Pisteen P(3,-2,5) etdisyys pisteen A(1,1,2) kautta kulkevasta
x-akselin suuntaisesta suorasta saadaan laskettua Pythagoraan

lauseella.

V3432 =418 =32

Pisteen P(3,-2,5) etdisyys pisteen A(1,1,2) kautta kulkevasta
z-akselin suuntaisesta suorasta saadaan laskettua Pythagoraan

lauseella.

V2243 =13

) 32

d) V13
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Olkoon Q@ se suoran piste, joka on
lahimpéna pistettd P. Talloin vektori

PQ on kohtisuorassa suoraa 4B
vastaan.

Suoran suuntavektoriksi voidaan valita
vektori AB.

AB = (-1-1)i +(-7—-(-4))j +(2-3)k

=2 -3 -k

Suora kulkee pisteen A(1,—4,3) kautta, joten suoran parametriesitys
on

x= 1-2¢
y=—4-3¢
z= 3-1,

missd ¢ on reaaliluku.

Piste O on suoralla 4B, joten pisteen O koordinaatit toteuttavat
suoran parametriesityksen ja voidaan merkita

0=(1-2t,-4-3t3-1).



Muodostetaan vektorin @ lauseke.
PO=(1-2t—(-1)i +(-4-3t-2)j +(3-1-3)k
=(2-21)i +(-6-3t)] —tk

Koska vektori PQ on kohtisuorassa suoraa 4B vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria AB vastaan, ja vektorien
pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan parametrin ¢
arvo.

PO-AB=0

((2-20) +(=6-31)] —tk)- (21 =3] —k)=0
(2-21)-(=2)+(=6-3t)-(-3)—1-(-1)=0

14t +14=0

t=-1

Lasketaan pisteen ( koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin arvo
t =—1 suoran parametriesitykseen.

x=1-2t=1-2-(-1)=3
y=—4-3t=—4-3.(-1)=-1

z=3-t=3-(-1)=4

Saadaan piste Q(3,-1,4).



Pisteen P etdisyys suorasta on pisteiden P ja Q vilinen etidisyys.
Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO =03B-(-1)i +(-1-2)] +(4-3)k

=47 -3 +k

[PO| =4 +(=3) +1* =26

Pisteen P etdisyys suorasta AB on +/26.

Vastaus \/%
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On laskettava kahden annetun suoran vélinen etdisyys. Médritetdén
ensin esimerkiksi ensimmadiseltd suoralta jokin piste ja lasketaan sen

etdisyys jalkimmaisestd suorasta.

x=1+2¢
Suoralla {y=2+3¢ on esimerkiksi

z=1+1
piste (1,2,1), joka saadaan, kun
esitykseen sijoitetaan parametrin arvo
t = 0. Merkitddn tatd pistettd
kirjaimella P.

Olkoon Q se jialkimmaéisen suoran
x=-2-2s

y= 1-3s piste, joka on

z=—4-s

lahimpéna pistettd P. Talloin vektori @ on kohtisuorassa suoraa

vastaan.

Jalkimmaisen suoran parametriesityksestd ndhdaén, ettd yksi suoran

suuntavektori on 7 =27 +3/ +k .

Piste O on suoralla, joten pisteen O koordinaatit toteuttavat suoran

parametriesityksen ja voidaan merkiti

O=(-2-2s,1-3s,~4—5).



Muodostetaan vektorin @ lauseke.
PO=(-2-2s-1)i +(1-3s—2)] +(—4—s—Dk
=(=3-25)i +(=1-3s)] +(-5-5)k

Koska vektori PQ on kohtisuorassa suoraa vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria 7 vastaan, ja vektorien
pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan parametrin s
arvo.

PO-7=0

((-3-28)7 +(=1=38)] +(=5—-5)k)- (27 +37+k)=0
(—3-25)-2+(=1-35)-3+(-5-5)-1=0
~145-14=0

s=-1

Lasketaan pisteen Q koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin arvo
s =—1 suoran parametriesitykseen.

x=-2-25s=-2-2-(-1)=0
y=1-3s=1-3-(-1)=4
z=—4-5s=-4—-(-1)=-3

Siten piste (0(0,4,-3) on jalkimmaéisen suoran pisteistd 1dhimpana
ensimmadisen suoran pistettd P.



Suorien vélinen etdisyys on sama kuin pisteiden P ja Q vilinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO=0-1)i +(4-2)]+(-3-Dk

=—7 +2j -4k

[PO| = /(=1 +27 +(-4)* =21

Siis suorien vélinen etdisyys on «21.

Vastaus \/i
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a) On laskettava pisteen P(1700,1450,0) etdisyys annetusta
lentosuorasta.

x =100+ 50¢
Olkoon Q se lentosuoran < y=50+2¢ piste, joka on

z=16¢

lahimpéna pistettd P. Télloin vektori @ on kohtisuorassa
suoraa vastaan.

Suoran parametriesityksestd ndhddin, ettd yksi suoran
suuntavektori on 5 =50i +2; +16k .

Piste O on suoralla, joten pisteen O koordinaatit toteuttavat
suoran parametriesityksen ja voidaan merkitd

0 =(100+50z,50+2¢,16¢).
Muodostetaan vektorin @ lauseke.

PO = (100+ 50t —1700)7 + (50 + 27 —1450) ] + (16 — 0)k

= (—=1600 +50¢)i +(—1400+2¢)/ + 16tk



Koska vektori PQ on kohtisuorassa suoraa vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria s vastaan, ja vektorien
pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan parametrin
¢t arvo.

PO-5=0
((=1600+501)i +(—1400+2¢)7 +16tk)-(50i +27 +16k)=0
(=1600 +50¢)- 50+ (—1400+2¢) - 2 +16¢-16 =0
2760t —82 800 =0
1=30

Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin
arvo t =30 suoran parametriesitykseen.

x=100+50¢=100+50-30=1600
y=50+2¢t=50+2-30=110
z=16t=16-30=480

Siten piste 0(1600,110,480) on lentosuoran pisteista
lahimpéna pistettd P.

Pisteen P etdisyys lentosuorasta on pisteiden P ja Q vélinen

etdisyys. Muodostetaan vektori @ ja lasketaan sen pituus.

PQ = (1600—1700)7 +(110—1450)7 + (480 - 0)k

=—-1007 —13407 + 480k

|@| = (~100)* + (=1340)* + 480> = /2036000 = 20~/5090 ~ 1400

Siis lentokone lensi 1,4 km pééstd Aavasta.



b) Lentokone oli Idhimmilld4n Aavaa pisteessd (1600,110,480).

Lentokone oli tuolloin 480 metrin korkeudella (z-koordinaatin
arvo).

Vastaus  a) 1,4 km piéstd Aavasta
b) 480 m korkeudella
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Merkitddn suoran pisteitd
(-7,-2,6) ja (3,8,-9)
kirjaimilla 4 ja B ja ympyrin
keskipistettd kirjaimella P.

Lasketaan ensin ympyrén séde
eli keskipisteen P etdisyys
suorasta AB.

Olkoon Q se suoran piste, joka
on ldhimpéna pistettd P.

Tallin vektori @ on kohtisuorassa suoraa AB vastaan.

Suoran suuntavektoriksi voidaan valita vektori AB .
AB =3 —(-7)i +(8—(=2))] +(-9-6)k
=107 +105 —15k

Suora kulkee pisteen A(—7,—-2,6) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x=-7+10¢
y=-2+10¢t
z= 6-15¢,

missa ¢ on reaaliluku.



Piste O on suoralla 4B, joten pisteen Q koordinaatit toteuttavat
suoran parametriesityksen ja voidaan merkita

O=(-7+10t,-2+10t,6 —15¢).
Muodostetaan vektorin @ lauseke.
PQ = (=7+10t=3)i +(=2+10t—(=1))j +(6-15t-2)k
= (=10+106)7 +(=1+10)7 + (4 —15¢)k

Koska vektori PQ on kohtisuorassa suoraa AB vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria 4B vastaan, ja vektorien
pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan parametrin ¢
arvo.

PO-AB=0

(-10+100)7 +(~=1+106)] +(4—150)k)- (107 +10/ —15k) =0
(=10+101)-10+ (=1+10¢)- 10+ (4 —15¢) - (-15) = 0
425t-170=0

2

t==
5



Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin arvo

2 .
= g suoran parametriesitykseen.

x:—7+10t:—7+10-§:—3

y:—2+10t:—2+10%:2

z:6—15126—15-%20

Saadaan piste Q(-3,2,0).

Ympyrén sdde on keskipisteen P etdisyys suorasta 4B eli pisteiden
P ja Q vilinen etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan
sen pituus.

PO =(=3-3)i +(2—=(=1)7+(0-2)k

=—6i +3j -2k

[PO|=/(=6) +3 +(-2)* =49 =7
Siten ympyrédn sidde on 7 ja ympyréin kehén pituus

2rr=2x-7=14r.

Vastaus 14z



278

a) Olkoon Q se tason piste, joka on ldhimpéna pistettd P. Talloin
vektori PQ on kohtisuorassa tasoa vastaan.

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit AB ja AC.
AB=(-2-2)i +(=2—(-1)j +(2 -4k

=—4i —j -2k
AC=(4-2)i +(2—(-1)j +(6-4k

=2i+3j+2k

Taso sisdltdd pisteen A4(2,—1,4) jasilld on edelld lasketut
suuntavektorit, joten tason parametriesitys on

x= 2-4s5+2¢
y=—1- s+3¢
z= 4-2s5+2t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

Piste O on tasossa, joten pisteen Q koordinaatit toteuttavat
tason parametriesityksen ja voidaan merkitd

O=(2—4s+2t,—1—s5+3t,4—2s5+2¢).



Muodostetaan vektorin @ lauseke.

PO=(2—4s+2t=3)i +(~1—s+3t=2)] +(4—2s+2t—(~1)k

=(—1-4s+20)i +(-3—-s5+31)] +(5-25+20)k

Koska vektori @ on kohtisuorassa tasoa vastaan, niin se on
kohtisuorassa tason molempia suuntavektoreita

AB = —4i —j -2k ja AC = 2i+3j +2k vastaan.
Muodostetaan yhtélopari ja ratkaistaan parametrien s ja ¢ arvot
laskimella.

PO-AB=0
PO-AC=0

{((14s+2t)7+(3s+3z)7+(52s+2r)1?)-(47721?)=0

(-1-4s+20)i +(-3-s5+30)]+(5-25+20)k)-(2i+3] +2k)=0

(—1—4s+2£)- (=4) + (=3 =5 +3) - (=1) + (5= 25 + 2£) - (=2) = 0
(=1=4s+2£)-2+(=3—-5+3)-3+(5-25+2£)-2=0

2ls-15t-3=0
—15s+17t-1=0

Yhtéloparin ratkaisu on s :% ja t= % .



Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saadut

. 1. 1 .
parametrien arvot s = E jJa t= 5 tason parametriesitykseen.

x:2—4S+2t:2—4-(%)+2-(%):1

1 1
=—1-s5+3t=-1-—+3-(—)=0
y 5 (2)

Z:4—2S+2t:4—2-(%)+2-(%):4

Saadaan piste (1,0,4).

Pisteen P etdisyys tasosta on pisteiden P ja Q vélinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO =(1-3) +(0-2)7 +(4—(-1)k

=27 —27+5k

[PO|=(-2)* +(-2) +5" =133

Pisteen P etdisyys tasosta on +/33.



b) Olkoon Q se tason piste, joka on ldhimpéna pistettd P. Talloin
piste O on pisteen P kautta piirretyn tason normaalisuoran ja
tason leikkauspiste.

Normaalisuoran suuntavektoriksi voidaan valita tason
normaalivektori. Tason 2x—y+z+1=0 yksi normaalivektori

on =20 —j+k.

Normaalisuora kulkee pisteen P(3,2,—1) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x= 3+2¢
y= 2—1
z=—1+ ¢,

missd ¢ on reaaliluku.

Sijoitetaan lausekkeet tason yhtdloon 2x—y+z+1=0 ja
ratkaistaan parametrin ¢ arvo.

2-B3+2)-2-H)+(-1+1)+1=0

6t+4=0

2
t=-=
3



Lasketaan leikkauspisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu

. 2 . .
parametrin arvo = 3 normaalisuoran parametriesitykseen.

x:3+2t:3+2-(—£):é
373

2
y ( 3)

Z=—1+t:—1—%:—
3

8 5

5
Pisteeksi saadaan (—,—,——).
0 (3 3 3)

Pisteen P etdisyys tasosta on pisteiden P ja Q vélinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

@=(2—3)7+(§—2)7+(—§—(—1))1?

R R L

2.6

Pisteen P etdisyys tasosta on 5

Vastaus  a) V33 b) #
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Pisteen 4 paikkavektori on
OA=37 —2j —k , joten piste A4
on (3,-2,—1). On laskettava
pisteen A4 etiisyys pisteiden

O (origo), B ja C madrddmasta
tasosta OBC.

Olkoon Q setason OBC piste,
joka on ldhimpénai pistettd A.

Talloin vektori @ on kohtisuorassa tasoa vastaan.

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit OB =7 +3; +4k
ja OC=2i + -2k .

Taso siséltda pisteen 0(0,0,0) ja silld on edelld mainitut
suuntavektorit, joten tason parametriesitys on

xX= s+2t
y=3s+ t
z=4s-2t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

Piste O on tasossa, joten pisteen Q koordinaatit toteuttavat tason
parametriesityksen ja voidaan merkiti

O=(s+2t,3s+1t,45-2t).



Muodostetaan vektorin @ lauseke.

AQ = (s +2t=3) +(3s+1—(=2))] +(4s -2t —(-1)k
=(s+2t-3)i +(3s+1+2)j +(4s—2t+ 1)k
Koska vektori E on kohtisuorassa tasoa vastaan, niin se on
kohtisuorassa tason molempia suuntavektoreita OB=1 + 37 +4k

ja OC =27 +j —2k vastaan. Muodostetaan yhtildpari ja
ratkaistaan parametrien s ja ¢ arvot laskimella.

AQ-OB =0
A0-0C =0

{((s+2t—3)7+(3s+z+2)7+(4s—2z+1)1?)-(7+37+4/?)o

((s+2t=3)i +(Bs+t+2)j +(ds—2t+Dk)-(2i + ] -2k)=0

(s+2t—3)-1+(Bs+t+2)-3+(4s—-2t+1)-4=0
(s+2t—-3)-2+Bs+t+2)-1+(4s-2t+1)-(-2)=0

26s-3t+7=0
-35+9t-6=0

Yhtéloparin ratkaisu on s = —% ja t= % .



Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saadut parametrien

1 . 3 o
arvot s =—— ja t=— tason parametriesitykseen.

x=s+2t:—l+2-§:1

5
1. 3
=3s+t=3-(—)+—==0
y (5) 5
5 5

Saadaan piste (1,0,-2).

Pisteen A4 etdisyys tasosta OBC on pisteiden 4 ja Q vilinen
etdisyys. Muodostetaan vektori AQ ja lasketaan sen pituus.

A0 =(1-3)i +(0—(=2))] +(-2—(-1)k
=-2i +2j -k

[40|= JE2P+22+ (1) =9 =3

Pisteen A etdisyys tasosta OBC on 3.

Vastaus 3
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Merkitdén kartion huippua eli pistettd (9,-2,—7) kirjaimella A.

Kartion tilavuus on V' = %ﬂrzh , missd 7 on pohjaympyrin sdde ja

h kartion korkeus. Lasketaan ensin kartion korkeus eli pisteen 4
etdisyys annetusta tasosta.

Olkoon Q se tason
OP=7 -] —6k +s(—i +2j +6k)+t(i +4j +3k) piste, joka on
lahimpénd kartion huippua 4. Talldin vektori @ on kohtisuorassa

tasoa vastaan.

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit 7 =—i +2 + 6k

ja v =1 +4 +3k, jotka voidaan lukea suoraan tason

vektoriyhtdlostd. Lisdksi taso sisdltdd vektoriyhtdlon mukaan pisteen
(1,—1,-6), joten tason parametriesitys on

x= 1—- s+ ¢
y=—1+2s+4¢

z=—6+6s5+3t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja. (Esitys voidaan myds lukea suoraan
vektoriyhtdlosta.)

Piste O on tasossa, joten pisteen Q koordinaatit toteuttavat tason
parametriesityksen ja voidaan merkiti

O=(-s+t,-1+2s5+4¢,—6+65+3¢).



Muodostetaan vektorin @ lauseke.

AQ =(1—s+1—9)i +(~1+2s+4t—(=2))] +(~6+ 65+ 3t — (-7)k

=(-8—s+1)i +(1+2s+4t)] +(1+6s+30)k

Koska vektori 40 on kohtisuorassa tasoa vastaan, niin se on
kohtisuorassa tason molempia suuntavektoreita # =—7 +27 +6k ja

V=1 +4j +3k vastaan. Muodostetaan yhtilopari ja ratkaistaan
parametrien s ja ¢ arvot laskimella.

AQ- 7 =0
AQ-v=0

{((—8—s+t)?+(1+2s+4t)7+(1+6s+3t)1?)-(—7+27+61?)o

(-8—s+0)i +(1+2s+4t) ] +(1+65+30)k)-(i +4/ +3k)=0

(-8—s+1)-(-)+(A+2s+4£)-2+(1+6s+3¢)-6=0
(-8—s+1)-1+(1+2s+4¢)-4+(1+6s5+3¢)-3=0

41s +25t+16=0
25s+26t— 1=0

Yhtéloparin ratkaisuon s=-1 ja r=1.



Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saadut parametrien
arvot s=—1 ja t=1 tason parametriesitykseen.

x=l-s+t=1-(-1)+1=3
y=-14+2s+4t=-1+2-(-1)+4=1

z=—6+65+3t=—6+6-(-1)+3=-9

Siten piste Q(3,1,—9) on tason pisteistd l&himpéna kartion
huippua 4.

Huipun A etéisyys tasosta on pisteiden 4 ja Q vilinen etiisyys.
Muodostetaan vektori 4Q ja lasketaan sen pituus.

AQ =(3-9)i +(1-(-2))] +(-9—(-7)k =—6i +3j -2k

[40|=V(=6)" +3* +(-2) =49 =7

Pisteen A etdisyys tasosta on 7. Kyseessd on siis myds tutkittavan
kartion korkeus A.

Koska pohjaympyrén sdteen » ja kartion korkeuden suhde on 3 : 1,
ympyrén siteeksi saadaan

r_3
h 1
r=3h=3-7=21.

Kartion tilavuus on V = %72’7”2/’1 = %72’ 212-7=10297.

Vastaus 10297
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On laskettava kahden annetun tason vélinen etdisyys. Mdaritetddn
ensin esimerkiksi ensimmaiseltd tasolta jokin piste ja lasketaan sen
etdisyys jalkimmaisestd tasosta.

Tasolla 2x+ y—5z=1 on esimerkiksi
piste (0,1,0), silld pisteen koordinaatit
toteuttavat tason yhtdlon. Merkitdan tita
pistettd kirjaimella P.

Olkoon Q se jialkimmdisen tason
2x+y—-5z+71=0 piste, joka on
lahimpéna pistettd P. Tilloin piste O on
pisteen P kautta piirretyn tason
2x+y—5z+71=0 normaalisuoran ja tason leikkauspiste.

Normaalisuoran suuntavektoriksi voidaan valita tason
normaalivektori. Tason 2x+ y—5z+71=0 yksi normaalivektori

on m=2i +j -5k .

Normaalisuora kulkee pisteen P(0,1,0) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x= 2t
y=1+ t
z= =5t

missa ¢ on reaaliluku.



Sijoitetaan lausekkeet tason yhtdloon 2x+y—-5z+71=0 ja
ratkaistaan parametrin ¢ arvo.

2.2t +(1+1)=5-(=5)+71=0
306+72=0

12
5

t=

Lasketaan leikkauspisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu

. 12 . .
parametrin arvo = 3 normaalisuoran parametriesitykseen.

12 24
x=2t=2-(——2)=-22
( 5) 5

12 7

=l4t=1+(—2)=——

y ( 5) s
Z=—5t=—5-(—%):12

Siten piste Q(—%, —%, 12) on jdlkimmaéisen tason pisteistd

lahimpénd ensimmaéisen tason pistettd P.



Tasojen vilinen etdisyys on sama kuin pisteiden P ja Q vilinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

E:(—2—:—0)7+(—%—1)7+(12—0)/?
=—ﬁ7—21+12k
5
— 2, 12, ., \/4320 124/30
PO|=,/(—) +(——) +12° = =
O

12+/30
5.

Siis tasojen vilinen etiisyys on

12430

5

Vastaus
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Merkitdadn pallon keskipistettd
kirjaimella P. Lasketaan ensin
pallon side eli keskipisteen P
etdisyys tasosta
x+4y—-z+3=0.

Olkoon Q se tason
x+4y—-z+3=0 piste, joka
on ldhimpéna pistettd P.
Télloin piste Q on pisteen P
kautta piirretyn tason
x+4y—z+3=0 normaalisuoran ja tason leikkauspiste.

Normaalisuoran suuntavektoriksi voidaan valita tason
normaalivektori. Tason x+4y—z+3=0 yksi normaalivektori on

n=1+4]—k.

Normaalisuora kulkee pallon keskipisteen P(—1,-6,5) kautta, joten
suoran parametriesitys on

x=-1+t
y=—6+4¢
z= 5- 1,

missa ¢ on reaaliluku.



Sijoitetaan lausekkeet tason yhtdloon x+4y—-z+3=0 ja
ratkaistaan parametrin ¢ arvo.

(-1+0)+4-(-6+4t)-(5-1)+3=0

18t-27=0
3
==

2

Lasketaan leikkauspisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu

. 3 . .
parametrin arvo ¢ =— normaalisuoran parametriesitykseen.

x=—1+t:—1+i=l
2 2
3
y:—6+4t:—6+4-5:0
z=5-4=5-2="
2 2

Saadaan piste Q(%, 0,%) .



Pallon side on keskipisteen P etdisyys tasosta x+4y—z+3=0

eli pisteiden P ja Q vilinen etdisyys. Muodostetaan vektori @
ja lasketaan sen pituus.

PO = (= (-D)T +(0-(-6)] +G-5)F

3 3

— 27 4+67 -2k

2T T
) 32 2 32 162 9\/5
PO|= [(2)P +62+(=2)? = |—== =22
P J(Z) =5 =

Siten pallon séde on ¥ ja pinta-ala

N2

A=4nﬁ=4nez—f=unn.

Vastaus 162
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On laskettava pisteen 4 etdisyys

pisteiden B, C ja D midraamasta b

tasosta BCD.

Olkoon Q setason BCD piste, joka on

1&himpéané pistettd A. Talloin vektori Q

AQ on kohtisuorassa tasoa vastaan. /E
B

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita
vektorit BC ja BD.

BC = (-3—(-2))i +(3—(-5))] +(0-0)k

=1 +87+0k =—7 +85

BD =(0—(=2))i +(0—(=5))7 +(10,5-0)k

=27 +57 +10,5k

Taso siséltad pisteen B(-2,—-5,0) jasilld on edelld lasketut
suuntavektorit, joten tason parametriesitys on

xX=-2-s+2t
y=—5+8s+5¢t
z= 10, 5¢,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.



Piste O on tasossa, joten pisteen Q koordinaatit toteuttavat tason
parametriesityksen ja voidaan merkiti

0=(-2-s5+2t;-5+8s+5t;10,5¢).
Muodostetaan vektorin @ lauseke.

AQ =(-2—5+2t—6)i +(—5+8s+5t—0)] +(10,5 - 0)k
=(—8—s5+2t)i +(=5+8s+51)] +10,5tk
Koska vektori @ on kohtisuorassa tasoa vastaan, niin se on

kohtisuorassa tason molempia suuntavektoreita BC=-i + 8/ ja
BD =27 +5] +10,5k vastaan.



Muodostetaan yhtélopari ja ratkaistaan parametrien s ja ¢ arvot
laskimella.

AQ-BC=0
AQ-BD=0

(—8—s5+20)i +(=5+8s+5¢)] +10,5tk)-(—i +85)=0
(-8 —s5+26)i +(=5+8s+5t)] +10,5tk)- (27 +57 +10,5k)=0

(—8—5+2£)-(=1)+(=5+85+5)-8+10,5¢-0=0
(—8—5+2£)-2+(=5+8s+5)-5+10,5¢-10,5=0

{65s+ 38t-32=0

38s+139,25t-41=0

Yhtéloparin ratkaisu on s = 8 ja t= 4 .
21 21



Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saadut parametrien

8 . 4 .
arvot s=— ja t:Z tason parametriesitykseen.

21
x:—2—s+2t:—2—£+2-i:—2
21 21
y:—5+8s+5t:—5+8-i+5-i:—1
21 21
z=10,5t=10,5-i:2
21

Saadaan piste (-2,—-1,2).

Pisteen A4 etdisyys tasosta BCD on pisteiden 4 ja Q vilinen
etdisyys. Muodostetaan vektori AQ ja lasketaan sen pituus.

AQ =(-2-6)i +(-1-0)] +(2-0)k

=8 —j+2k

40| = (-8) +(-1) +2* =/69 ~8,3

Pisteen A4 etdisyys tasosta BCD on /69 = 8§,3. Siten poratun reidn
pituus on 8,3 cm.

Vastaus 8,3 cm
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