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a) Kuvasta nihdién, etti @ =3i +2; .
b) Kuvasta nihdéén, etti b =17 —4; .
c) Kdytetddn a- ja b-kohtien tuloksia ja muokataan lauseketta.
5a-2b =531 +27)-2(i —4))
=15i +105 —2i +8;
=15i =20 +10/ +8;

=137 +18;

Vastaus a) @ =3i +2j

¢) 5a-2b=137 +187
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Merkitéén pisteitd A(4,7), B(3,-5) ja C(-9,0).

a) Pisteen x-koordinaatti on sen paikkavekt_orin i -suuntaisen
komponentin kerroin ja y-koordinaatti j -suuntaisen
komponentin kerroin. Siten pisteen A(4,7) paikkavektori on
OA=4i +77 .

b) Pisteen B(3,-5) paikkavektori on
OB=3i -5] .

c) Pisteen C(-9,0) paikkavektori on
OC=-97 +0j =97 .

Vastaus a) OA=4i +7]

b) OB=3i -5]
¢) OC=-9i
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a) Pisteen koordinaatit saadaan luettua paikkavektorin
komponenttien kertoimista. Kun pisteen 4 paikkavektori on

OA =3i -8, pisteen koordinaatit ovat (3,-8).

b) Pisteen A paikkavektorion OA=7j =0i +7 , joten pisteen
koordinaatit ovat (0,7).

c¢) Pisteen 4 paikkavektorion OA=—i + %7 , joten pisteen

koordinaatit ovat (—1,%) .

Vastaus a) (3,-8)
b) (0,7)

2
C) (_155)
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On selvitettdvd, mihin pisteeseen paddytidan, kun ldhdetdédn pisteestd
A(-5,4) jaedetiin 9 yksikkdd vektorin i suuntaanja 23

yksikkodd vektorin  j  suuntaan.

Pisteen A(—5,4) paikkavektorion OA=-5i +4; .

Merkitddn loppupistettd kirjaimella B. Pisteiden 4 ja B vilinen
siirtymévektori on AB =9i +23; .

Muodostetaan pisteen B

paikkavektori. B
AB
OB =04+ AB
=57 +47+97 +237 A o5
=4i +27j
OA

Péaadytdén siis pisteeseen (4,27).

Vastaus  pisteeseen (4,27)
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Merkitddn alkupistettd kirjaimella 4 ja loppupistettd kirjaimella B.
On selvitettidva loppupiste B, kun ldhdetdén pisteestd A(—6,8) ja
kuljetaan vektori v =3i —127 .

Pisteen A(—6,8) paikkavektorion OA4=—6i +87 .

Muodostetaan pisteen B

paikkavektori. A .
OB=04+v
=67 +87+31 —127 oA OB
=-3i —4j

Loppupiste on siis (—3,—4).

Vastaus  (-3,-4)
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a) Pisteiden A4(2,3), B(0,7) ja C(4,-2) paikkavektorit ovat
OA=2i +3j, OB=7] ja OC=4i -2].

Paikkavektorien summa on
OA+OB+0C =27 +3]+7] +4i -2
=6i +8j.
b) On selvitettdva loppupiste P, kun ldhdetdén pisteestd C(4,-2)

ja kuljetaan vektori OA4+OB +OC = 6i +8 . Merkitén tité

siirtymévektoria CP.
Muodostetaan pisteen P paikkavektori.
OP =0C +CP

=4i —2j +6i +8j

=10i +6;

Loppupiste on siis P =(10,6).

Vastaus a) 6i +8;
b) P=(10,6)



@] =V4 +3 =16+9 =25 =5
b) b=-2i+2]
bl=y(-2? +2° =Va+4=\8=V42=22
c) c=7i—-4j
el =7 + (47 =397 16 = /&5
Vastaus  a) |a|=5

b) [b]=2+2
c) |E|=\/§
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Vektorin v =3ti —77j pituuden lauseke on

V] = (30)* + (=77)* =97 +5929 .

Muodostetaan yhtdlo |V| =85 jaratkaistaan vakion ¢ arvo (voidaan
myos ratkaista suoraan laskimella).

V9 +5929 =85
9t* +5929 = 85° = 7225
9> =7225-5929 = 1296
1 =144

t=12 tai t=-12
Siiskun r=12 tai t=-12, vektorin v pituus on 85.

Vastaus t=12 tai t=-12
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a) Selvitetddn kérkipiste B, kun ldhdetdén pisteestd A4(3,0) ja
kuljetaan vektori AB =51 — 2j.

Pisteen A(3,0) paikkavektorion OA=3i .
Muodostetaan pisteen B paikkavektori.

OB =0A+ AB
=3i +5i -2
=8i -2
Kérki B onsiis B=(8,-2).

Selvitetién sitten kérkipiste C. Nyt ldhdetdén pisteestd B(8,—2)
ja kuljetaan vektori BC =—7 +8 .

Muodostetaan pisteen C paikkavektori.
OC =0B+BC

=8i —2j—i+8j

=7i +6j

Kérki C onsiis C=(7,6).



Tuloksen voi tarkistaa piirtimall:

6 (7, 6)

=—i+8j

b) Kuvan perusteella ndyttda, ettd kolmio ei ole suorakulmainen.
Tarkistetaan havainto laskemalla.

Jos kolmio on suorakulmainen, sen sivujen pituudet toteuttavat

Pythagoraan lauseen. Lasketaan saadun kolmion sivujen pituudet
ja tarkistetaan, toteuttavatko ne Pythagoraan lauseen.

Sivun AB pituus on sama kuin vektorin AB =5i —2; pituus.

[4B|= 5> +(-2)" =+25+4 =29

Sivun BC pituus on sama kuin vektorin BC =—i +8 pituus.

BC|=(-1)* +8 =1+ 64 =65




Sivun AC pituus on sama kuin vektorin AC pituus. Kuvan
perusteella AC =47 +6] .

|E|=\/42 + 62 =16+36 =+/52

Nahdaan, ettd sivuista pisin on BC. Tarkistetaan, toteuttavatko
sivujen pituudet Pythagoraan lauseen.

|AB|2 + |Ac|2 = |BC|2

29+52 =65
81=065
epatosi

Kolmion sivujen pituudet eivit toteuta Pythagoraan lausetta,
joten kolmio ei ole suorakulmainen.

Vastaus a) B=(8,-2) ja C=(7,6)
b) eiole
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a) Pisteiden A4(9,13) ja B(5,3) vilinen vektori AB saadaan

vihentamaélld loppupisteen koordinaateista alkupisteen
koordinaatit.

AB=(5-9)i +(3-13)]
=—47 —10j

b) Mairitetddn alkupisteen P paikkavektori. Pisteeseen P
padstddn origosta O kulkemalla vektori BA.

OP = BA
=—-AB AB
=—(-4i —10j)
=4i +10j

Siis alkupiste P on P =(4,10).

Vastaus a) AB=-4i —10;
b) P=(4,10)
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Vektorin @ =10i +3# pituuden lauseke on

@ = 10° + (30)* =100+ 9¢.

Vektorin b =5¢i —6; pituuden lauseke on

b] = /(51)? +(=6)* =~/25¢* + 36.

Muodostetaan yhtilo |a_|:|l; | jaratkaistaan vakion ¢ arvo.

V100492 =~/25¢ +36
100+97% = 25 + 36
9+ —25¢* =36—-100

—16t" = —64

Siis vektorit @ ja b ovat yhti pitkit, kun r=2 tai r=-2.

Vastaus t=2 tat t=-2
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a) Pisteen A(-7,1) paikkavektorion O4=-7i + .

b) Pisteen B paikkavektori on OB =67 —8; , joten pisteen
koordinaatit ovat (6,-8).

¢) 04 =7 +1> =V49+1=/50 =252 =52 ja
OB|=+/6> +(-8)* =v/36+64 =+/100 =10

Vastaus a) OA=-7i +/
b) B=(6,-8)
c) |@|:5\/§ ja |@|:10
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Merkitddn alkupistetté kirjaimella 4 ja loppupistettd kirjaimella B.
On selvitettivi alkupiste 4, kun kuljetaan vektori v =14i =9 ja
paddytddn pisteeseen B(3,-6).

Pisteen B(3,—6) paikkavektorion OB=3i —6; .

Muodostetaan pisteen A4 paikkavektori.

OA=0B-v A _B
=37 -6 — (147 —97)
=37 —6] —14i +97 04 OB

=—11i +3;

Alkupiste on siis (—11,3).

Vastaus  (-11,3)
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Kirjoitetaan ensin vektori Eu —5v kantavektorien i ja j

avulla.

%E—SV =%(67—127)—5(—7+47)

0T 47 +5T 207

=7i -24;

N D
Vektorin gu —5v pituus on

=7 +(=24)’ =49+ 576 =~/625 = 25.

La-sv
3

Vastaus 25
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Kolmion sivut méiriytyvit vektoreista v =5i —127 ,
=20i —21; janiiden
erotusvektorista o
w—-v=20i -21j—(5i —12)
_ _ _ _ u—"v
=20i -21j -5i +12j
Uu

=15i -9;.

Lasketaan kaikkien kolmen sivun pituus.

[P]=/5" +(-12)” =/25+144 =/169 =13
[i7] = 207 + (=21)* = /400 + 441 = /841 =29
i —¥| = \15° +(-9)° =~+/225+81 =+/306 ~17,5

Nahdéaan, ettd kolmion lyhyimmaén sivun pituus on 13.

Vastaus 13
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Kolmion sivut masrdytyvit vektoreista @=-27 +7/, b =5 +9;
ja ndiden erotusvektorista

b-a=5+9]— (=21 +77))

=5 +9j+2i -7

S
I
Ql

j=all

=7i +2j.

Jos kolmio on suorakulmainen, sen

sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen. Lasketaan kolmion
sivujen pituudet ja tarkistetaan, toteuttavatko ne Pythagoraan
lauseen.

@] =(-2)* +7* =J4+49 =53
|1?|=\/52+92 =J25+81=+/106
b -a|=V7"+2* =49 +4 =/53

Nihdén, ettid kolmion pisimmén sivun maéraa vektori b .
Tarkistetaan, toteuttavatko sivujen pituudet Pythagoraan lauseen.

af +[p —a|2 =p |2

53+53=106
106 =106
tosi

Kolmion sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen, joten
kolmio on suorakulmainen.

Vastaus on
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Piirretisn vektorit @ =-37 +4; ja b=5i +127
koordinaatistoon.

Nihdén, ettd vektorien vilinen kulma <(@,b) muodostuu

kahdesta kulmasta, joiden tangentit ovat % ja % Siten

— 3 5
«(a,b)=tan"' (=) +tan"'(—) =~ 59, 5°.
(a,b) (4) (12)

Vastaus 59,5°
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Vektorin @ = 7¢ti —24¢j pituuden lauseke on

@] = \(70)* +(—241)* =497 + 5767

= 6258 =25\ =251,

Muodostetaan yhtilo |c7 | =1 jaratkaistaan vakion ¢ arvo.

25 =1
1
|’|=2—5

1 . 1
t=— tar t=-——
25 25

Kun tzi,vektori E:lf—&j_ﬂ
25 25 25
Kun t:—L,Vektori 52—17+£7.
25 25 25
Vastaus  Kun t:i,niin E:lf—&j_’;
25 25 25

1 .o —_ 7 - 24—_
kun t=——,niin a=——i +—.
25 25 25
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Merkitian @ =27 —#j +j ja b =6i +4; . Tutkitaan kolmiota,
jonka sivut médrdytyvit samasta kérjestd 1dhtevistd vektoreista a ja
b seki niiden erotusvektorista

Ql

b-a=6i +4] —(2i —tj + )
=6i +4j-2i +tj —

=4i +3j +1.

j=al]

Jotta vektorit @ ja b olisivat
kohtisuorassa toisiaan vastaan, kolmion sivujen pituuksien taytyy
toteuttaa Pythagoraan lause siten, ettd hypotenuusan mééraa vektori

b—-a.

Lasketaan kolmion sivujen pituudet.

@ =22+ (~1+1)? =N+ =241 = =21 +5

|17|:\/62+42 —J36+16 =+/52

b —a|= 4> +(3+1)" =16+9+61+1> =/r* +61+25



Muodostetaan Pythagoraan lauseen mukainen yhtalo
al’ + |B |2 = |Z7 - a_|2 ja ratkaistaan vakion ¢ arvo (voidaan myos
ratkaista laskimella).
£ =2t+5+52=1"+61+25
—2t+57=06t+25
—8t=25-57=-32

t=4

Siis vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, kun
t=4.

Vastaus t=4
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a) Pisteiden A(17,-27) ja B(-7,18) vilinen vektori AB
saadaan vihentdmaélld loppupisteen koordinaateista alkupisteen
koordinaatit.

AB =(-7-17)i +(18—(=27))]

= —24i +45]

b) |E| = J(=24)? +45> =/576+ 2025 = 2601 =51

¢) Jos ldhdetddn origosta ja kuljetaan vektori
%E = %(—241‘ +45/)=-8i+15; , paadytiin pisteeseen

(-8,15).

Vastaus  a) AB=-24i+45]
b) |E|=51
c) pisteeseen (—8,15)
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Karkipisteiden A4(-3,7) ja B(4,-5) paikkavektorit ovat
OA=-3i + 7j ja OB=4i -5j . Kirkipisteen C paikkavektori on
ocC.

Kaérkipisteiden paikkavektorien summa on nollavektori.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan paikkavektori OC .

0A+0B+0C =0
OC =-04-0B
=—(=37 +7))- (41 =5))
=3i —7j—4i +5]
=—i-2j

Karkipiste C onsiis C=(-1,-2).

Vastaus C=(-1,-2)
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Tilannetta havainnollistaa oheinen kuva.

(5, 6)

-2 -1 0 1 V 4 5
B B(3,-1)

Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset ja yhté pitkdt.
Kérkipisteeseen D péédstddn esim. ldhtemaélld kérkipisteestd 4 ja

kulkemalla vektori BC .

Pisteiden B(3,-1) ja C(5,6) vilinen vektori BC saadaan
vahentdmalld loppupisteen koordinaateista alkupisteen koordinaatit.

BC=(5-3)i +(6-(-1))j

=2i+7j



Muodostetaan kérkipisteen D paikkavektori.

OD =04+ BC
=20 +45+2i +7)
=0i +117 (=11))
Neljas kérkipiste on siis D =(0,11).

Tuloksen voi tarkistaa piirtdmalla:

Vastaus D =(0,11)
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Merkitdédn annettuja kérkipisteitd S(3,4), T7(5,-1) ja U(-2,5).
Pisteiden sijaintia havainnollistaa oheinen kuva.

6
U(-2,5)
] 51
4 °
5(3,4)
3
24
14
0
2 1 0 1 2 3 4 5
14 T(57_]‘) [

Olkoon neljis kérkipiste V. Kaikki mahdolliset suunnikkaat ovat
(poikkeuksellisesti myotidpéivaan kiertden) STUV, STVU ja SVTU.
Kasitellddn jokainen tapaus erikseen.



STUV

Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset ja yhté pitkdt.
Kaérkipisteeseen J pddstddn esim. ldhtemaélld karkipisteestd S ja

kulkemalla vektori TU = —7i + 6/ (lauseke saadaan laskemalla tai
katsomalla kuvasta).

Muodostetaan kirkipisteen V' paikkavektori.

OV =0S+TU
=3i +4j-7i +6j
=—4i +10;
Neljas karkipiste on siis V' =(—4,10).

Tuloksen voi tarkistaa piirtdmalla:

5(3,4)




STVU

Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset ja yhté pitkdt.
Kaérkipisteeseen J pddstddn esim. ldhtemaélld karkipisteestd 7 ja

kulkemalla vektori SU =—5i+ ; (lauseke saadaan laskemalla tai
katsomalla kuvasta).

Muodostetaan kirkipisteen V' paikkavektori.
OV =0T +SU
ST -5T+T
=0i +0;
Neljas karkipiste on siis V' =(0,0).

Tuloksen voi tarkistaa piirtdmalla:

U(—2,5)




SVTU

Suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset ja yhté pitkdt.
Kaérkipisteeseen J pddstddn esim. ldhtemaélld karkipisteestd 7 ja

kulkemalla vektori US =5i— (lauseke saadaan laskemalla tai
katsomalla kuvasta).

Muodostetaan kirkipisteen V' paikkavektori.

OV =0T +US
=5i—j+5i —j
=10i -2;
Neljas karkipiste on siis V' =(10,-2).
Tuloksen voi tarkistaa piirtdmalla:
U(-2,5)

5(3,4)

(10, —2)



Kaiken kaikkiaan on siis saatu, ettd suunnikkaan neljés kirkipiste on
(-4,10), (0,0) tai (10,-2).

Vastaus  (-4,10), (0,0) tai (10,-2)
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a) Lasketaan vektorin @ =27 —~/5/ pituus.

@] =2 + (50 =VA+5 =9 =3

Vektorin @ suuntainen yksikkdvektori on

c7°=é~c7
]
1 - = 2- 5=
:_2._\/5.:_.__.'
3(1 J) 30T

b) Kun yksikkovektori @’ kerrotaan luvulla 21, saadaan vektori,
joka on vektorin @ kanssa samansuuntainen ja jonka pituus on

21.

bh=21a’
2 5=
=217 -2
(3 3 )
=147 - 757
Vastaus  a) EOZET—£7

b) b =147 =757
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a) Luoteeseen osoittaa esimerkiksi vektori —i + j .

1 _g—"_} -

! J

l<___ —_—
i

b) Lasketaan a-kohdan vektorin pituus.

7+ 7] =N+ =11 =42
Luoteeseen osoittava yksikkovektori on siten
1 s 1 Iy
——= (i +j)=""F(—i +
7 +7] (=i +J) \5( J)
N N B
22T

¢) Kun b-kohdan yksikkovektori kerrotaan luvulla 7, saadaan
vektori, joka osoittaa luoteeseen ja jonka pituus on 7.

1
T (——i+—=])= i +—J
FEDTE R
Vastaus  a) esimerkiksi —i + j

b ~T ]
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Lasketaan vektorin b =4i —j pituus.

b]=4* +(-1)* =16+1=17

Vektorin b suuntainen yksikkévektori on

b

Madritetdsin vektori @ . Kun yksikkovektori 5° kerrotaan luvulla
34 tai luvulla —34, saadaan vektori, joka on vektorin b kanssa

yhdensuuntainen (eli samansuuntainen tai vastakkaissuuntainen) ja
jonka pituus on 34, eli vektori a .

a=134-b°

— +34(£ _ £ _)

=+2.4177 ¥ 2\/ﬁ7 = +8J17i 2177
Siis 7 =8J177 2\/7] ta1a——8x/_z+2\/7]

Vastaus @ =8v17i =217 tai a=-8J17i +217;
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Lasketaan vektorin @ =9i —12; pituus.

@ =/9? +(-12)* =/81+144 =225 =15

Vektorin @ suuntainen yksikkovektori on

7 =Lz

g

1~ = 3 4-
=—(9i -12j)==i ——7.
15(1 J) L

Kun yksikkdvektori @’ kerrotaan luvulla —10, saadaan vektori,
joka on vektorin a kanssa vastakkaissuuntainen ja jonka pituus on
10.

v=-10-a°
3- 4-
=—10(=7 ——J
(5 5/)

=—6i +8;

Vastaus v =-6i +8;
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Léhtopiste on  A(43,87). Merkitdin loppupistettd kirjaimella B.

Vektorin @ =45i —28; pituus on [a]=/45" +(-28)* =53.
Vektorin @ suuntainen yksikkovektori on

a°=é~c7
g

1 45_ 28—
=—(45i —28j)=—i —=—
53 N=gi-57

Maiiritetddn loppupisteen B paikkavektori.

OB =0A+ AB
=04+106-a° A(43,87)
=43i +87j +106- (—1 —%])

=437 +877 +907 —56;

=1337 +31j

Paadytédan siis pisteeseen B =(133,31).

Vastaus  pisteeseen (133,31)
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Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset tismilleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, etti @ =rb .

a) Tutkitaan, onko yhtilollda a = rb, r#0, ratkaisu.

a=rb
2i +3j =r(4i +6))

2i +3j =4ri +6rj

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

2=4r
3=6r

Ratkaistaan molemmista yhtaloista 7.

1
2
. : 1 . _ 1= oo . T
Saatiin ratkaisu r:E, joten a :Eb . Vektorit @ ja b ovat

siis yhdensuuntaiset ja erityisesti samansuuntaiset, silld 5 >0.



b)

Voitaisiin laskea samoin kuin a-kohdassa. Voidaan myos
suoraan huomata, ettd koska

10i =165 =-2-(=5i +8/),

niin @ =-2b . Vektorit @ ja b ovat siis yhdensuuntaiset ja
erityisesti vastakkaissuuntaiset, silld -2 <0.

Tutkitaan, onko yhtdlolld a = rb , r#0, ratkaisu.

a=rb
~77 +27 =r(147 —67)

—Ti +27 =14r7 —61j

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.
=7=14r
2=—6r

Ratkaistaan molemmista yhtaloista 7.

7 1
y=——=——
14 2
2 1
y=—=—-——
6 3

Nihdasn, ettd yhtilolla @ =rb ei ole yksikasitteisti ratkaisua.

Siten vektorit @ ja b eivit ole yhdensuuntaiset vaan
erisuuntaiset.

Vastaus  a) yhdensuuntaiset ja samansuuntaiset

b) yhdensuuntaiset ja vastakkaissuuntaiset
¢) erisuuntaiset
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Vektorit # ja v ovat yhdensuuntaiset tismélleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku r, ettd w =rv .

Tutkitaan, onko yhtédlollda w# =7»v, r#0, ratkaisu joillain vakion ¢
arvoilla.

u=rv
ti =57 =r(=7i +j)
ti =5 ==Tri +rj

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

t=-Tr
S=r

Alemmasta yhtélostd saadaan ratkaisu » = —5. Sijoitetaan ratkaisu
ylempéén yhtdloon ja ratkaistaan ¢.

t=—Tr=-7-(-5)=35

Kun ¢=35, vektoritovat w=1ti —5j =35i —=5j ja v=-T7i +j.
Koska tilloin u =7v =-5v ja —5<0, niin vektorit ovat
vastakkaissuuntaiset.

Vastaus  Vektorit ovat yhdensuuntaiset, kun ¢ = 35. Vektorit ovat
télloin vastakkaissuuntaiset.
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Pisteen A =(s+8,—6s) paikkavektori on OA=(s+8)i —6sj .

Vektorit O4 ja V=1 +2j ovat yhdensuuntaiset tasmélleen
silloin, kun 16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, ettd

OA=rv.

Tutkitaan, onko yhtdlolla OA=rv , r# 0, ratkaisu joillain vakion s
arvoilla.

OA=rv
(s+8)i —6sj =r(i +2j)
(s+8)i —6sj =ri +2rj

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.
s+8=r
—65 =2r
Yhtéloparin ratkaisuksi saadaan laskimella »=6 ja s=-2.

Kun s=-2, vektorit ovat OA=(s+8)i —6sj =61 +12] ja
v=1+2j.Koskatilloin OA=rv =6v ja 6> 0, niin vektorit
ovat samansuuntaiset.

Vastaus  Vektorit ovat yhdensuuntaiset, kun s =-2. Vektorit ovat
samansuuntaiset.
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a) Pisteen 4 koordinaatit ovat (-7,15) japisteen B (11,-9).

Pisteiden 4 ja B vilinen vektori AB on
AB=(11-(=7))i +(-9-15)]
=18i —24;.

Piste P onjanan AB keskipiste. Pisteeseen P pidistiin siis

pisteestd A kulkemalla puolet vektorista AB . Muodostetaan
pisteen P paikkavektori.

B
ﬁ:@%ﬁ

:—71'_+157+%(187—247)

=77 +15] +97 —127

=2i +3j



b) Piste P jakaajanan 4B suhteessa 1 :5. Yhteensd jakovileja
onsiis 1+ 5=06,japisteeseen P pdistdéin pisteestd A

kulkemalla % vektorista AB . Muodostetaan pisteen P

paikkavektori.
B
R 1 — 11—
OP =0A+—AB p gAb
6
A
— 77 4157 + (187 ~247) o7
0A

=-7i +15j +3i -4

=47 +117

Vastaus a) OP=2i +3;
b) OP=—47 +11;
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Tiedetdén, ettd suunnikkaan 14vistdjat puolittavat toisensa. Siten
lavistdjien leikkauspiste P saadaan laskettua esimerkiksi siten, ettd
lasketaan annettujen vastakkaisten kérkipisteiden B ja D vilisen
janan BD keskipiste.

Pisteiden B ja D vilinen vektori BD on
BD=(-2-6)i +(1-5)j =—8i —4.

Piste P onjanan BD keskipiste. Pisteeseen P pédstddn siis

pisteestd B kulkemalla puolet vektorista BD . Muodostetaan
pisteen P paikkavektori.

L1ep
- N P B
0P=OB+%BD E
1 or oD
:6i-+5j—+§{—8i-—4j)
=67 +5] —47 —27 0
=2i +3j
C

Leikkauspiste P on siis
P=(23).

Tuloksen voi tarkistaa piirtdmalla:
(kuvaan on merkitty myos B

kérkipiste C) ‘
/ P(Za 3)

Vastaus P =(2,3)
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a) Lasketaan vektorin @ =3i —3; pituus.

@] =3+ (-3 =/9+9 =18 =4/9-2 =32
Vektorin @ suuntainen yksikkoévektori on

1

—0 —

a ==-a
[

1 - - —L?_L_‘
—m(?)l —3])—\/51 \/E']

b) Vektorin @ kanssa yhdensuuntaiset (eli samansuuntaiset tai
vastakkaissuuntaiset) yksikkdvektorit ovat yksikkovektori a
ja kyseisen yksikkovektorin vastavektori —a":

0

-

1 - . _ 1
—_——1l—— a —a —_—].
NN > TR

1 - 1=
Vastaus a) a'=——i ——— |
) 2 >/
b) L,*_LJ— ia _L,—JrLj
V22 2 2
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Merkitdédn 1dhtopistettd (—5,4) kirjaimella 4 ja loppupistettd
kirjaimella B.

Vektorin @ =5/ —12; pituus on |a|=+/5" +(-12)* =13.
Vektorin @ suuntainen yksikkovektori on

= —:_ —127)=—"7 - =
a |a_|a (51 ]) 131 13]

Vektorin b =-24i +7; pituus on |5| =(=24)" +7* =25.

Vektorin b suuntainen yksikkdvektori on

— 1 - 1 - = 24 - T -
b’ ==b=—(24i +7j)=——i +— .
5] 25¢ N=55" 557
Maédritetddn loppupisteen B paikkavektori.
OB =04+ AB
= 04+26-a"+75-b"
- - 5 12- 24 7 =
=5 +4j +26-(—i ——j)+ -——1+—
AT R AT (g )

=57 +47 +10i —247 —727 +217

=—67i +j

Paadytéddn siis pisteeseen B =(—67,1).

Vastaus  pisteeseen (—67,1)
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Nelikulmio ABCD on suunnikas,

jos sen vastakkaiset sivut ovat

yhdensuuntaiset. Tutkitaan, ovatko

nelikulmion sivut 4B ja CD ja D

vastaavasti 4D ja BC

yhdensuuntaiset. B

Pisteiden A(4,5) ja B(12,9) A
vilinen vektori AB on AB = (12-4)i +(9-5)j =8i+4; .

Pisteiden C(-4,16) ja D(-12,12) vilinen vektori CD on
CD =(-12—(-4))i +(12-16)j =-8i—4] .

Pisteiden A(4,5) ja D(-12,12) vilinen vektori 4D on
AD =(-12-4)i +(12-5)] =—-16i+7] .

Pisteiden B(12,9) ja C(—4,16) vilinen vektori BC on
BC=(-4-12)i +(16-9)] =—16i+77 .

Vektorit AB ja CD ovat yhdensuuntaiset tdsmélleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku r, ettd AB=rCD .

Nyt huomataan, etti koska 8i +4; =—1-(-8i —4), niin

AB=-CD. Vektorit AB ja CD jasiis sivut AB ja CD ovat
yhdensuuntaiset.



Vastaavasti nahdéén suoraan, ettdi AD = BC . Vektorit AD ja BC
jasiis sivut AD ja BC ovat yhdensuuntaiset.

Nelikulmio ABCD on suunnikas.

Vastaus on
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Kolme pistettd 4, B ja C ovat samalla ¢
suoralla, jos esimerkiksi pisteiden viliset

vektorit AB ja AC ovat
yhdensuuntaiset.

Pisteiden A(2,-5) ja B(7,2) vilinen
vektori AB on
AB=(7-2)i +(2—(-5))j =5i+7; . B

Pisteiden A(2,-5) ja C(87,114) vilinen
vektori AC on A
AC =(87-2)i +(114—(=5))j =85i+119;

Vektorit AB ja AC ovat yhdensuuntaiset tdsmélleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku r, ettd AB=rAC.
Tutkitaan, onko yhtélolla AB=rAC , =0, ratkaisu.
AB=rAC
5i +77 =r(85i +1197)
5i +7j =85ri +1197j

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

5=85r
7=119r



Ratkaistaan molemmista yhtaloista 7.

_3_1
85 17
_ 7T _1
119 17

Saatiin ratkaisu r» = % , joten AB = %R . Vektorit AB ja AC

ovat siis yhdensuuntaiset ja annetut kolme pistettd 4, B ja C ovat
samalla suoralla. o
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Ratkaistaan ensin c-kohta, silld a- ja b-kohdat saadaan sen
erikoistapauksina.

¢) Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset tismilleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, ettd @ =rb .

Tutkitaan, onko yhtdlolld a = rb , r#0, ratkaisu.

a=rb
(4t =2)i +34 =r(3i +6¢))

(4t—2)i +3tj =3ri +6rtj

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtalopari.
4¢t-2=3r

{ 3t=6rt

Jos t =0, alempi yhtdlo toteutuu aina. Sijoitetaan ¢ =0

yhtdloparin ylempaan yhtdloon ja ratkaistaan muuttuja 7.

4-2=3r
3r=4t-2=0-2=-2



Oletetaan sitten, ettd ¢ = 0. Télloin yhtdloparin alemmasta yhtilostéd

saadaan
3t=6rt |:t
3=6r

3 1
gy =—=—

6 2

Sijoitetaan r = % yhtéloparin ylempéadn yhtdloon ja ratkaistaan

muuttuja .
4¢—-2=73r
4r-2=3.123
2 2
2 2 2 2
7
t=—
8
Yhtéloparille saatiin siis kaksi ratkaisua: »=—— ja t=0 sekd
1 . 7
r=—jJja t=—.
2 8

Kun ¢=0, vektorit ovat @ = (4¢t—2)i +3tj =-2i +0j =-2i

ja b =37 +64f =37 +0; =37 . Koska tilloin a:ﬂ?:-Eb ja

2 . . ) )
-3 < 0, niin vektorit ovat vastakkaissuuntaiset.



b)

7 )
Kun = g , vektorit ovat

7

8 8 2
ja b =3i +64 =3i +6'§] =3i +T].Koskatallo1n

_ = 1= .1 . . .
a=rb=—=b ja —>0,niin vektorit ovat samansuuntaiset.

2

Kaiken kaikkiaan siis vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset
(eli samansuuntaiset tai vastakkaissuuntaiset) silloin, kun ¢z =0

tal f=—.
8

c-kohdan perusteella vektorit @ ja b ovat samansuuntaiset

silloin, kun ¢ = % .

c-kohdan perusteella vektorit @ ja b ovat
vastakkaissuuntaiset silloin, kun ¢#=0.

Vastaus  a) t:%

b) 1=0

c) t=0 tai z‘=Z
8

c7=(4t—2)7+3fj_':(4'%_2)7+3'_7=(%_%)7+27:§’T+_]

21—
8
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Kolme pistettd madrddvit kolmion, jos ne eivét ole samalla suoralla.
Tutkitaan ensin, milld vakion a arvoilla pisteet ovat samalla
suoralla.

Kolme pistettd 4, B ja C ovat samalla suoralla, jos esimerkiksi

pisteiden viliset vektorit AB ja AC ovat yhdensuuntaiset
(vrt. teht. 115).

Pisteiden A(a+1,5) ja B(2a,3) vilinen vektori 4B on
AB=Qa—(a+1)i +(3-5)j =(a—1)i-27 .

Pisteiden A(a+1,5) ja C(a+5,a+6) vilinen vektori AC on
AC=(a+5-(a+1))i +(a+6-5)j=4i+(a+1)] .

Vektorit AB ja AC ovat yhdensuuntaiset tismilleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, ettd AB=rAC.

Tutkitaan, onko yhtélolla AB=rAC , r#0,ratkaisu.
AB=rAC
(a—1)i =2j =r(4i +(a+1)j)

(a—1)i =2j =4ri +(a+1rj

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

a—1=4r
—2=(a+r



Laskimen mukaan yhtéloparilla ei ole reaalisia ratkaisuita. Tulos
tarkoittaa, ettd millddn vakion a arvolla ei ole olemassa sellaista

lukua r, etti AB=rAC. Siten annetut pisteet eivit koskaan ole
samalla suoralla, joten ne mééradvit kolmion olipa vakion a arvo
mik tahansa.

Vastaus Pisteet méaaraavat kolmion kaikilla vakion a arvoilla.
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Pisteiden A(-3,7) ja B(5,-9) vilinen vektori AB on

AB=(5-(=3))i +(-9-7)j

=8i —16;.

Piste P jakaajanan AB suhteessa 3 : 5. Yhteensi jakovélejd on siis

3 +5=28, japisteeseen P pddstdidn pisteestd 4 kulkemalla %
vektorista 4B . Muodostetaan pisteen P paikkavektori.
- 3 3__
OP=OA+§AB P gAB
-~ iy 3 ~ —
=-3i +7] +§(81 -16))
=-3i +7j+3i -6/

=0i + j=7J
Siis piste P on (0,1).

Vastaus  (0,1)
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On etsittidvé sellaiset luvut » ja s, ettd

2i +3] =ra+sb =r(3i —=3j)+s(-6i + 7).
Muokataan yhtdloa.

2i +3j =r(3i —=3j)+s(=6i + )

2i +3j =3ri —=3rj —6si +5j

2i +3j =Br—6s)i +(-3r+s)j

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

2=3r—=6s 3r—6s=2
eli

3=-3r+s -3r+ s=3

Poistetaan yhtdloparista muuttuja » ja ratkaistaan muuttuja s.

3r—6s=2

+
-3r+ s=3
—5s=5

s =-1



Sijoitetaan s =—1 esimerkiksi yhtdloparin ylempéaén yhtdloon ja
ratkaistaan muuttuja r.

3r—6s=2
3r=2+6s=2+6-(-1)=2-6=-4

4
r=——
3
Siis
- - — T 4_ -
2i +3]=m+sb:—§a—b.
-~ - 4_ 7
Vastaus 21 +3]=—§a—b

HUOM. Yhtélopari voitaisiin ratkaista myds laskimella.
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Pisteiden A(x,,y,) ja B(x,,y,) vilinen vektori AB on

E:(xz _x1)7+(y2 _yl)f'

Piste P onjanan AB keskipiste. Pisteeseen P pddstiin siis
pisteestd 4 kulkemalla puolet vektorista AB . Muodostetaan pisteen
P paikkavektori.

ﬁ:@%ﬁ

-~ iy 1 -~ s
=Xl +YJ +E((x2_x1)l +(y2_y1)])

- = N5 V=
=Xl + + 1+
1 YJ > > J

=2x1+x2_xllf+2J/1+y2_J’17
2

X +X, = + -
_ATH e N yzj

2 2

O
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a) Tapa 1. Lasketaan samaan tapaan kuin aikaisemmissakin
tehtivissd. Pisteen 4 koordinaatit ovat (4,6) ja pisteen B

(—4.,3).

Pisteiden 4 ja B vilinen vektori AB on
AB=(-4-4)i +(3-6)j =-8i —3].

Piste O onjanan AB keskipiste. Pisteeseen Q piistddn siis

pisteestd 4 kulkemalla puolet vektorista AB . Muodostetaan
pisteen Q paikkavektori.

@:a%@
=4i +6;j +5(—81 -3j)

- - — 3_ _ 9_
=4i +6j-4i ——j =0i +—
J 2] 2]

Siis piste O on (0,%).



Tapa 2. Soveltamalla suoraan tehtdvian 120 kaavaa saadaan
pisteen Q paikkavektoriksi

Siis piste O on (0,%).



b) Tiedetddn, ettd kolmion painopiste P on sama kuin kolmion
mediaanien leikkauspiste. Toisaalta mediaanien leikkauspiste
jakaa mediaanin suhteessa 2 : 1 kirjestd lukien. Painopisteeseen

P péaistdin siis kulkemalla origosta léhtien % vektorista

(mediaanista) @ = 27 . Muodostetaan painopisteen P

paikkavektori.
— 2— 2 9-
OP==00==-—j=3j
70075777
Siis painopiste P on (0,3).
a- ja b-kohtien tulokset voi tarkistaa piirtamalla:

A(4,6)

Vastaus  a) (0,%) b) (0,3)
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Maédritetddn ensin esimerkiksi sivun AB keskipiste, jota merkitdén
kirjaimella Q. Soveltamalla suoraan tehtdvdn 120 kaavaa saadaan
pisteen QO paikkavektoriksi (ks. my0s tapa 2 teht. 121 a-kohdassa)

@:‘22+67+‘1+57:27+27.

Siis sivun AB keskipiste O on (2,2).
Pisteiden C(—4,5) ja Q vilinen vektori @ on
CO=(2-(-4)i +(2-5)] =6i —3].

Tiedetddn, ettd kolmion painopiste (merkitiddn kirjaimella P) on
sama kuin kolmion mediaanien leikkauspiste. Toisaalta mediaanien
leikkauspiste jakaa mediaanin suhteessa 2 : 1 kérjestd lukien.

Painopisteeseen P pééstdin siis pisteestd C kulkemalla %

vektorista (mediaanista) CO =6i —3; (vrt. kuva alla).
Muodostetaan painopisteen P paikkavektori.

@:%%@
=—4i +5] +§(6l -3j)
=—4i +5j+4i =27 =0i +3j

Siis painopiste P on (0,3).



Tuloksen voi tarkistaa piirtdmalla:

6

C(—4,5) B(6,5)

Vastaus  (0,3)
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a) Madritetddn ensin esimerkiksi sivun BC keskipisteen
paikkavektori (merkitdén keskipistettd kirjaimella Q).

Pisteen B paikkavektori on OB=b japisteen C

paikkavektori on ocC=¢c.

Pisteiden B ja C vilinen vektori
BC on

BC=-0B+0C=¢-b.

Piste O onjanan BC keskipiste.
Pisteeseen Q padstién siis pisteestd

B kulkemalla puolet vektorista BC.

Muodostetaan pisteen Q

paikkavektori.
R 1_
00 = OB+ZBC
— 1 — 1 1
=b+—(c-b)==b+—
2( )= 2 2

Pisteiden 4 ja Q vilinen vektori @ on

—_— = 1- 1
AQ=-04+0Q0 =-a+—=b +—
0 Q=-a+-b+-c

B BC
OB ocC
0
- BC
B Q
OB oQ
@)



Tiedetddn, ettd kolmion painopiste (merkitiddn kirjaimella P) on
sama kuin kolmion mediaanien leikkauspiste. Toisaalta
mediaanien leikkauspiste jakaa mediaanin suhteessa 2 : 1
kérjestd lukien. Painopisteeseen P pédstddn siis pisteestd 4

kulkemalla % vektorista (mediaanista) E =—a+ %5 + %E.

Muodostetaan painopisteen P paikkavektori.

ﬁ:@%@

Siis painopisteen paikkavektori on



b) Tehtdvissd 122 pisteiden A, B ja C paikkavektorit ovat
a=-2i—-j, b=6i +5] ja ¢=-4i +5/ . Paikkavektoreiden
summa on
T+b+C=-20 —j+6i +5]—4i +5]

=0i +9;.
Painopisteen paikkavektoriksi saadaan

+c 97 -
3 J

a+

w | o

joten painopiste on (0,3). Tulos on sama kuin edellisessi
tehtdvéssd saatu.

Vastaus  b) (0,3)
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b)

Tekija e Pitkd matematiikka4 e 9.12.2016
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Tilannetta havainnollistaa oheinen kuva.

Origosta ldahtien lampun kohdalle padstddn kulkemalla 1,5 yksikkod
(metrid) positiivisen x-akselin suuntaan ja 2 yksikkoa positiivisen
y-akselin suuntaan. Lopuksi pitdd vield kulkea ylos (eli positiivisen
z-akselin suuntaan) 2,5-0,7 =1,8 yksikkoa. Siten lampun
koordinaatit ovat (1,5; 2; 1,8).

Vastaus (1,5; 2; 1,8)
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a) Pisteen x-koordinaatti on sen paikkavektorin i -suuntaisen
komponentin kerroin, y-koordinaatti j -suuntaisen

komponentin kerroin ja z-koordinaatti k -suuntaisen
komponentin kerroin. Siten pisteen A(1,2,3) paikkavektori on

OA=T7+27 +3k .

b) Pisteen B(5,0,—4) paikkavektori on
OB =5i +0] —4k =5i —4k .

c) Pisteen C(0,13,0) paikkavektori on
OC=0i +13j +0k =137 .

Vastaus a) OA=1i +2] +3k

b) OB =5i —4k
¢) OC =137
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a) Pisteen A4=(-5,7,21) paikkavektorion OA4=-5i +7; +21k .
Maédritetddn pisteen B paikkavektori.

AB — & — 4] — 13k

OB =04+ 4B

A(=5,7,21)

=-5i +77 +21k +8i —4 —13k

OA = —5i+7j+ 21k

— — — @]
=3i +3j +8k

Saadaan siis B =(3,3,8).
b) Madritetdédn pisteen D paikkavektori.
OD =0A4-34B
=50 +7] +21k —3(8i —4] —13k)
=50 +7] +21k —247 +127 +39%

=297 +19; + 60k

Saadaan siis D =(-29,19,60).

Vastaus a) B=(3,3,8)
b) D =(-29,19,60)
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a) Merkitddn alkupistettd kirjaimella 4 ja loppupistettd kirjaimella
B. On selvitettdavé loppupiste B, kun ldhdetdén pisteesté
A(-1,6,9) jakuljetaan vektori v =7 +7; —5k .
Pisteen A(—1,6,9) paikkavektorion OA=—i +6; +9k .

Muodostetaan pisteen B -

paikkavektori. A Y _B
OB =04+7
- T46j+9% +i+7j -5k 94 0B
=0i +13] +4k
O

Loppupiste on siis (0,13,4).



b) Merkitddn alkupistettd kirjaimella C ja loppupistettd kirjaimella
D. On selvitettiva alkupiste C, kun kuljetaan vektori
V=1+7j—5k japaadytidn pisteeseen D(4,-2,—13).

Pisteen D(4,—-2,—13) paikkavektorion OD=4i =25 —13k .

Muodostetaan pisteen C paikkavektori.

OC=0D-v C v _D
=47 =27 13k —( +77 - 5k) -
_ B C oD
=4i =27 13k —i —7j +5k
O

=3/ -9/ -8k

Alkupiste on siis (3,-9,-8).

Vastaus a) (0,13,4)
b) (39_9a_8)
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Pisteiden A(0,4,-6), B(5,-5,9) ja C(10,0,—10) paikkavektorit
ovat

OA=0i +4] -6k =4] — 6k,
OB=5i -5j +9% ,
OC=10i +07 —10k =107 —10%k .

Pisteen D paikkavektori on pisteiden 4, B ja C paikkavektorien
summa. Médritetddn pisteen D paikkavektori.

OD =04 +0B+0C
=47 -6k +5i =57 +9k +107 —10k
=15 - j -7k

Saadaan siis D =(15,-1,-7).

Vastaus D =(15,—-1,-7)
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b) Pohjasdrmit saadaan, kun vektorit @, b ja ¢ vidhennetddn
pareittain toisistaan.

S
I
~
S

—a=—9j



Siten vektorit ovat

47 -9i =-9i +4],

Sal

Sl
I

3k —9i =-97 + 3k,

S|
1

o

c—-b=3k—-4]=-47+3k.

Toisaalta vahennyslaskut olisi voitu tehdd myds toisinpdin
(a —b jne.), joten my0s saatujen vektorien vastavektorit kdyvét

vastaukseksi.

c) Pohjasdrmien pituudet ovat b-kohdassa laskettujen vektorien
pituudet.

b —a|=/(-9)* +4* =/81+16 =97
[c—al=(=9)* +3* = /8149 =90 =+/9-10 = 3410
c—b|=(-4) +3’ =416+9 =25 =5

Vastaus b) —97 +4;, —9i +3k ja —4; +3k

(tai vastaavat vastavektorit)

c) \/ﬁ, SmjaS
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Tilannetta havainnollistaa oheinen kuva. Nikyviin on piirretty kaksi
avaruuslédvistijda ja niiden leikkauspiste P.

Tiedetddn, ettd suorakulmaisen sdrmidn (jollainen myds kuutio on)
avaruusldvistéjét puolittavat toisensa. Siten avaruuslévistéjien
leikkauspisteeseen P pddstddn kulkemalla minka tahansa
avaruuslivistdjan puolivéliin. Esimerkiksi origosta alkava

avaruuslivistdji on 87 +8; + 8k , joten leikkauspisteen P
paikkavektoriksi saadaan

ﬁ:%(87+87+8/?)=47+47+4/?.

Vastaus OP =47 +4] +4k



133

On etsittidvé sellaiset luvut » ja s, ettd

3i =5 =ra+sb=r(i —j)+s( +J).
Muokataan yhtdloa.

3T —5T =T =) +5(T+7)

3i =5 =ri —rj+5i +5j

3i =5 =(r+s)i +(=r+s)j

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

3=r+s
—S=-r+s
Yhtéloparin ratkaisuksi saadaan laskimella »=4 ja s=-1.

Siis

3i -5/ =ra+sb=4a—b.

Vastaus 3 -5/ =4a—-b
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Muodostetaan yhtilo v =ra +sb +1c ja ratkaistaan kertoimet 7, s
ja t.

V=ra+sh+tc
167 —487 +96k =r(i —27)+s(3] +k)+1(2i —4k)
167 —487 +96k =ri —2rj +3sj + sk +2ti —4tk
160 —487 +96k =ri +2ti —2r] +3s] + sk — 4tk
160 —487 +96k = (r+2t)i +(-2r+3s)] +(s—40)k
Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtéloryhma.

16=r+2¢
—48=-2r+3s
96 =5 —4t

Yhtéloryhmin ratkaisuksi saadaan laskimella =54, s=20 ja
t=-19.

Siis

V=ra +sb +tc=54a+20b —19¢ .

Vastaus v =54a +20b —19¢
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b) Suoraan a-kohdan kuvasta lukemalla tetraedrin kérkipisteiden
koordinaateiksi saadaan (0,0,0), (2,0,0), (0,2,0) ja
(0,0,2).

Vastaus  b) (0,0,0), (2,0,0), (0,2,0) ja (0,0,2)
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a) Pisteen A(-1,2,3) paikkavektorion OA=—i +27 +3k .

Selvitetddn kérkipisteen B paikkavektori ldhtemaélla pisteestd
A(-1,2,3) jakulkemalla vektori AB =27 +3j —4k .

OB =04+ AB C

=1 +27+3k+20 +3] -4k
=i +5j -k
Selvitetdén sitten kdrkipisteen C

paikkavektori lahtemélla pisteesti
A(-1,2,3) jakulkemalla vektori

AC=-3i +5j +8k .

OC =04+ AC
=—1+27+3k =37 +5/ +8k
=47 +7j +11k
b) a-kohdan mukaan OB=7 +5] —k ja OC=-4i +7j +11k ,

joten kérkipiste B on B =(1,5,—1) jakérkipiste C on
C=(-4,7,11).

Vastaus a) OA=—i +2j+3k, OB=1 +5/ -k ja
OC=-4i +7j +11k
b) B=(1,5-1) ja C=(-4,7,11)
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a) Pisteen A(1,—2,—4) paikkavektorion O4=7 —2j —4k .
Selvitetddn pisteen B paikkavektori ldhtemalla pisteestd
A(1,-2,-4) ja kulkemalla vektori AB=2v .

OB =0A+ AB
=0A+2v
=7 —27 -4k +2(21 3] +k)
=7 2] -4k +4i —6j +2k
=57 —8j -2k

Saadaan siis B =(5,-8,-2).

b) Ehto CD=7v tarkoittaa, etti kun lihdetiiin pisteestd C ja
kuljetaan vektori v, padddytddn pisteeseen D(4,3,8).

Pisteen D(4,3,8) paikkavektorion OD =47 +37 +8k .

Muodostetaan pisteen C paikkavektori.

0OC=0D-v
=47 +37 +8k — (27 —3] +k)
=47 +37+8k —27 +3j —k
=20 +6j+7k

Saadaan siis C =(2,6,7).

CD=1%

Vastaus a) B=(5,-8,-2) b) C=(2,6,7)

D(4,3,8)
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Tilannetta havainnollistaa oheinen kuva.

a) Piste P on purkin pohjanurkassa, jos x=0, y=0, z=0 tai
x=5 y=0, z=0 tai x=0, y=7, z=0 tai
x=5 y=7 z=0.

b) Piste P on purkin kannessa, jos 0<x<5, 0<y<7 ja z=3.

Vastaus a) x=0, y=0, z=0 tai x=5, y=0, z=0 tai
x=0, y=7, z=0 ta1 x=5, y=7, z=0
b) 0<x<5, 0<y<7 ja z=3
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Pisteen A(1,—2,3) paikkavektorion OA=7 —2; +3k .

Selvitetddn kérkipisteen B paikkavektori ldhtemallé pisteestd
A(1,-2,3) jakulkemalla vektori AB=-27 +j —2k .

OB =04+ AB

=7 27 +3k =20 +j -2k

=

- -

+

.|

Siis B=(-1,-1,1).

Selvitetddn sitten kdrkipisteen D paikkavektori ldhtemailld pisteestd
A(1,-2,3) jakulkemalla vektori AD =7 +2j +k .

OD =04+ AD
=7 —27+43k+i1+2]+k
=27 +0] +4k =27 +4k

Siis D =(2,0,4).



Kaérkipisteeseen C piistddn kéarkipisteestd B kulkemalla vektori

BC . Koska sivu BC on yhdensuuntainen sivun 4D kanssa ja
pituudeltaan kolminkertainen sivuun AD verrattuna, on

BC =3A4D. Siten kérkipisteen C paikkavektoriksi saadaan

=~ —j+k+3( +2) +k)

=1 —j+k+31 +6] +3k

=20 +5] +4k

Siis C=(2,5,4).

Vastaus  B=(-1,-11), C=(2,5,4) ja D=(2,0,4)
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Merkitddn suunnikkaan lavistdjien leikkauspistettd kirjaimella P.
Tiedetddn, ettd suunnikkaan lavistdjét puolittavat toisensa. Siten

lavistédjien leikkauspisteeseen P pidstiddn kulkemalla pisteestd A
alkavan ldvistdjan puolivéliin. Kyseinen lavistdjd on

T+b =20 +3]+9% +4i 5] +7k

=61 —2j +16k.

Muodostetaan pisteen P
paikkavektori l1ahtemaélla pisteestd
A(3,7,-2) jakulkemalla puolet

vektorista @ +b =61 —27 +16k .
§:a+%(5+5)
=ﬁ#ﬁf—2%+%@?—zj+mz)
=30 +7] -2k +37 — ] +8k
=61 +6 +6k

Leikkauspiste P on siis (6,6,6).

Vastaus  (6,6,6)
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Muodostetaan yhtilo v =ra +sb +1c ja ratkaistaan kertoimet 7, s
ja t.

V=ra+sh+itc
487 —64] +80k =r(i —27)+s(3i —4k)+1t(5] —6k)
487 — 647 +80k =ri —2rj +3si —4sk +5tf — 6tk
487 —64] +80k =ri +3si —2r] +5tj —4sk — 6tk
487 — 647 +80k = (r+3s)i +(=2r+5t)j +(—4s—60)k

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtéloryhma.

48 =r+3s
—64=-2r+5t
80=-4s-6¢

Yhtéloryhmin ratkaisuksi saadaan laskimella »=-63, s=37 ja
t=-38.

Siis

ra +sb +1fc =—63a+37b —38¢C .

v

Vastaus v =-63a +37b —38¢
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Muodostetaan yhtilo 7 =r@ +sb +fc ja ratkaistaan kertoimet 7, s
ja t.

U =ra+sb+tc
7i +137 =21k =r(2i — j)+5(i +j +k)+1(j —4k)
7i +137 =21k =2ri —1] +51 +5] +sk +1f — 4tk
7i +135 =21k =2ri +si — 1] +5] +1j +sk — 4tk
7i +137 =21k =Qr+5)i +(—r+s+1)j +(s—4)k
Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtéloryhma.

7=2r+s
13=—r+s+t

2l=s5—-4¢

Yhtiloryhmin ratkaisuksi saadaan laskimella » = %, §s=— ]ja

_8
=3

t

Siis

ﬁ:ra—+s17+t5=—a+£17+ﬁz.
7 7 7

Vastaus E=EE+£E+ﬁE
7 7 7
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Kaytetdadn hyvéksi tehtdvin 123 tulosta: kolmion painopisteen
paikkavektori on kolmion kirkipisteiden paikkavektorien summa
jaettuna luvulla 3.

Kirkipisteen A(—6,9,1) paikkavektorion OA=—6i +97 +k .

Kahden muun kirkipisteen paikkavektorit saadaan, kun kuljetaan
pisteestd A4 ldhtien vektorit @ ja b.

OA+a=—-6i +9] +k +2i —6k
=—4i +97 -5k
OA+b =—61 +97 +k —47 +8k
=—6i +5] +9%
Saatujen paikkavektoreiden summa on
—6i +9) +k —47 +97 -5k —6i +5] +9%
=—16i +237 +5k.
Painopisteen P paikkavektoriksi saadaan

~16i +23j +5k 16— 23— 5

=——i+—j+—k,
3 33T
16 23 5
oten painopiste on P=(——,—,>).
joten painop (- 373 3)
Vastaus P=(— 16 2,2)
3 33
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Kéytetddn hyviksi tehtdvén 123 tulosta: kolmion painopisteen
paikkavektori on kolmion kérkipisteiden paikkavektorien summa
jaettuna luvulla 3. (Vrt. my0s edellinen tehtéva.)

Nyt pohjakolmion kérkipisteiden
paikkavektorit ovat 47 , 6/ ja 8k .

Paikkavektoreiden summa on
47 +6 +8k .

Kolmion painopisteen paikkavektoriksi
saadaan

4it6j+8k _4- o5, 8%
3 3 3

joten painopiste on (%,2,%) .

Vastaus (i ,2, §)
373
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a) Suorakulmaisen sirmion avaruusldvistijin pituuden kaava on
johdettu kurssissa 3. Tulosta soveltamalla saadaan
avaruuslévistijan pituudeksi

V22432442 =J4+9+16 =29 .

b) Vektorin v =27 +3; +4k voidaan tulkita olevan sellaisen

suorakulmaisen sdrmion avaruuslédvistijd, jonka sivujen pituudet
ovat 2, 3 ja 4. (Vrt. tehtdvd 125.) Siten vektorin v pituus on
sama kuin a-kohdassa laskettu avaruuslédvistdjan pituus:

V=29

Vastaus  a) J29
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Pisteen A(-2,3,—4) paikkavektori on OA=-27 +3] —4k .

Maiiritetddn pisteen B paikkavektori.

OB =04+ AB
=27 +3j -4k +8i +j +8k
=61 +4] +4k

Piste B onsiis (6,4,4), joten jana AB kulkee pisteestd (—2,3,—4)
pisteeseen (6,4,4).Janan AB pisteistd xy-tasossa sijaitsee se piste,

jonka z-koordinaatti on 0. Vertaamalla janan alku- ja loppupisteen
z-koordinaatteja 4 ja —4 ndhdain, ettd xy-tasossa sijaitseva piste
on janan puolivilissd. Kyseiseen pisteeseen padsee ldhtemalld

pisteestd A4 ja kulkemalla puolet vektorista AB . Merkitdan pistettad
kirjaimella C ja lasketaan sen paikkavektori.

OC =04+~ 4B Ac-Las
2 A C B
=—27+37—4E+}{87+7+8E)
2 OA ocC
:-27+37—4E+47+17+4E
2 %)

= 27+17+ 0k
2
. 7
Saadaan siis C = (2,5,0) .

Vastaus (2, % ,0)
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a) Pisteen x-koordinaatti on sen paikkavektorin i -suuntaisen
komponentin kerroin, y-koordinaatti j -suuntaisen
komponentin kerroin ja niin edelleen. Siten pisteen P(3,-2,1,5)
paikkavektori on

OP =31 —2j +k +5I .

b) Vektorin v =27 —2j +2k —2/ pituus on 4. Siten liikkuminen
ko. vektorin suuntaan 12 pituusyksikkod vastaa vektorin 3v
kulkemista. Selvitetddn pisteen Q paikkavektori ldhtemalla
pisteestd P(3,-2,1,5) ja kulkemalla vektori 3v.

00 =0P+3v @ .
- - = = - - = = P(3,-2,1,5)
:3i—2j+k+51+3(2i—2j+2k—2l)072
=30 -2/ +k+5] +6i —6j +6k —6] oP

=91 -8 +Tk -1 o

Saadaan siis Q =(9,-8,7,-1).

Vastaus a) OP=3i =2 +k +51
b) O0=(9,-8,7,-1)
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a) Madritetddn vektori AB . Vektori pisteestd A(1,5,3) pisteeseen

B(4,3,9) saadaan vdhentdmalld loppupisteen koordinaateista
alkupisteen koordinaatit.

AB=(4-1)i +(3-5)j +(9-3)k

=37 2] +6k

b) Pisteiden 4 ja B vilinen etdisyys on sama kuin vektorin AB
pituus.

[4B|= 3" + (-2’ +6" =0 +4+36 =49 =7

Vastaus  a) AB=3i - 27 +6k
b) 7
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a) Madritetddn ensin vektori AP . Vektori pisteestd A(1,-2,7)
pisteeseen P(2,0,5) saadaan vdhentdmilla loppupisteen
koordinaateista alkupisteen koordinaatit.

AP=(2-1)i +(0—(=2))] +(5-7k
=7 +2j -2k

Piste P onjanan 4B keskipiste. Siten
vektori AB on samansuuntainen ja kaksi
kertaa niin pitkd kuin vektori AP :

AB=24P
=2(7 +27 —2k)
=27 +4] —4k.

b) Janan AB pituus on sama kuin vektorin AB pituus.

|E|=«/22+42+(—4)2 =J4+16+16=~/36 =6



¢) Pisteen A(1,—2,7) paikkavektorion OA=7 -2 +7k .

Madritetddn péaétepisteen B paikkavektori ldhtemalla pisteestd
A ja kulkemalla vektori AB.

OB =0A+ AB
=7 27 +Tk+2i +4] -4k
=37 +2/+3k
Siten B =(3,2,3).
Vastaus  a) AB = 2i +4] —4k

b) 6
©) B=(3,2,3)
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Muodostetaan ensin vektori 35 —2a .
3b—2a =3(-2i —4j —k)—2(4i +j —5k)
=—6i —127 -3k -8 -2 +10k

=147 14 +7k

Vektorin 3b —2a pituus on

35 —2a|=(-14)" + (-14)* + 7* =441 =21.

Vastaus 21
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a) Vektorin v =27 + j —2k pituus on

241 +(=2) =V4+1+4=9=3.

Vektorin v suuntainen yksikkovektori on
1 1, - = = 2= 1= 2-
V= — v =0+ -2k)="T+=]-Zk.
V] 3( J ~26) 373773

b) Vektorin =7 + j +k pituus on

=NV + P+ 12 =1+ 141 =4/3.

Vektorin # suuntainen yksikkdvektori on
1 _

A Sy L S
FRNG N RV RN
¢) Vektorin s —iz —g ]—%k pituus on

9 36 4 49
+ = ]—+—+—=,]—=1.
1= \/() ( += ) 49 49 49 V49

Koska vektorin s pituus on 1, vektori on yksikkdvektori. Siten

o_g-27_85 2f
7 7 7
Vastaus  a) VO=2T+17—21;
3 3 3
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Merkitddn pistettd, johon paddytdén kirjaimella B. Piste B saadaan
selville médrittdmalld sen paikkavektori OB . Selvitetidn ensin
pisteen 4 paikkavektori 04 javektorin @ suuntainen
yksikkdvektori @’ .

Pisteen A(5,—2,3) paikkavektorion OA4=5i —27 +3k .
Vektorin @ =67 —6; +3k pituus on
@] =6 +(=6)* +3* =36 +36+9 =81 =9.

Vektorin @ suuntainen yksikkdvektori on

1 1, - - - 2= 2= 1-
a’'=—a=—(6i —6j+3k)==i - = j+—k.
R A L F
Maédritetddn pisteen B paikkavektori.
AB=12-a"
- B
OB=04+12-3°
- = 2- 2- 11— A
=5 -2 +3k+12-(—i ——j +—k =5
J (3 3/ 3) OB
- - 0OA
=50 —2j+3k +8i —8j +4k
O

=13i —-10/ + 7k

Paadytéaan siis pisteeseen (13,-10,7).

Vastaus  pisteeseen (13,-10,7)
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Piste B saadaan selville maarittdmélld sen paikkavektori OB

Selvitetddn ensin vektorien v ja u suuntaiset yksikkovektorit
—0 . —0
v'jau .

Vektorin v =-27 +4/ —4k pituus on

V] = \(-2)° + 4% +(—4)’ =4 +16+16 =36 =6.

Vektorin v suuntainen yksikkdvektori on

1
vi=—

i

1— 2- 2-—
v:— i +4j—dk)y=—i +=7 -2k .
(- J —4k) 303773

Vektorin & =—i + %7 +3k pituus on

N 9 7
|| = \/( 1)? +()+3 \/1+4+9 \/: B

Vektorin # suuntainen yksikkovektori on

—( l+3]+3k)——zl+3]+ k.
|u| () 2 77



Maédritetddn pisteen B paikkavektori.

OB=18-v"+7-u"

7’ B
- 2- 2- 2- 3- 6+
=18 (——i+—j—=k)+T7-(—=i+=j+=k
R A T R A _
- OB
=—6i +12j —12k —2i +3; +6k 187
=87 +157 —6k O

Siis piste B on B =(-8,15,-6).

b) Pisteen B ja origon vélinen etdisyys on sama kuin vektorin OB
pituus.

[OB|=/(=8)" +15* +(—6)" =/325 =5V13

Péédyttiin siis 5J13 pituusyksikon pddhén 1dhtopisteesta.

Vastaus a) B=(-8,15,-6)
b) 5v13 pituusyksikon padhin
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Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset tismilleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, etti @ =rb .

Tutkitaan, onko yhtdlolld a = rb , r#0, ratkaisu joillain vakion ¢
arvoilla.

a=rb
6i —127 +4tk =r(37 +1j —12k)
61 —127 + 4tk =3ri +rtj —12rk

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtéléryhma.

6=23r 1)
—12=rt (2)
4t=-12r  (3)

Ratkaistaan muuttuja » yhtalosté 1.

Ratkaistaan muuttuja ¢ yhtélosta 2.
—12=rt
-12=2¢
t=-6



Tarkistetaan, ettd arvot »=2 ja t=-6 toteuttavat myds yhtélon 3.

4t =—-12r
4.(-6)=-12-2
24 =-24
tosi

Siis arvolla r=—6 vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset. Koska
talloin @ =rb =2b ja 2> 0, niin vektorit ovat samansuuntaiset.

Vastaus  Vektorit ovat yhdensuuntaiset, kun ¢ =—-6. Vektorit ovat
télloin samansuuntaiset.
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Vektorit # ja Vv ovat vastakkaissuuntaiset tdsméilleen silloin, kun
16ytyy sellainen negatiivinen reaaliluku r, ettd uw =rv .

Tutkitaan, onko yhtédlolld w =r»v, r<0, ratkaisu.

u=rv

3 1. 3.
2T +5T =6k = rOT T+ 2k
Lo A AT

—12?+57—6/?=§r?—lz¢7+ir1?
5 47 10

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtéléryhma.

—12:21”
5
5:—lr
4
—6:ir
10

Ratkaistaan kaikista yhtéloistd 7.

,,:%(_12):5.(_4):—20

r=—2.5- 29
1

r=?-(—6):10-(—2):—20

Saatiin yksikésitteinen ratkaisu » =-20, joten # =-20v . Koska
—-20<0, vektorit # ja v ovat vastakkaissuuntaiset. O



156

b)

Vektorit u ja v ovat yhdensuuntaiset tismélleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, ettd u =rv .

Tutkitaan, onko yhtdlolld u =rv, r=0, ratkaisu.

0=
—11¢i =9 +6tk =r((t+2)i +3] —2tk)
—11ti =97 +6tk = r(t+2)i +3r] —2rtk

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan
yhtdloryhma.

—1lt=r(t+2)
-9=3r
6t =-2rt

Yhtédloryhmain ratkaisuksi saadaan laskimella »=-3 ja t= % .

. 3 oo .
Siis arvolla t:Z vektorit # ja v ovat yhdensuuntaiset.

Koska tilloin # =7v =-3v ja -3 <0, niin vektorit ovat
erityisesti vastakkaissuuntaiset.

a-kohdan perusteella vektorit # ja

vastakkaissuuntaiset silloin, kun ¢ =

Vv
3
4



c) a-kohdan perusteella vektorit # ja v eivitole
samansuuntaiset milldan vakion ¢ arvolla.

Vastaus a) t=

b) ¢=

Dlw AW

¢) ei millddn vakion ¢ arvolla
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Tilannetta havainnollistaa oheinen kuva
z
i Gk
k-
L N2i y
O

a) Kuution sdrmit maardytyvit vektoreista j+k, k—/ ja
—/27 . Sérméin pituus saadaan laskemalla minké tahansa em

vektorin pituus. Esimerkiksi

|7+1?|=\/12+12 =V2 tai |—\/§7|=,/(_\/§)2 ~2.

Sadrmén pituus on siis V2.



b) Origosta ldhtevé avaruuslivistdjavektori saadaan, kun lasketaan
yhteen kaikki kolme vektoria, jotka méadradvit kuution
sivusdrmit. (Kyseinen vektori ndkyy oheisessa kuvassa
katkoviivalla.)

T4k +k -7 —2i =27 +2k

c) Origosta katsottuna kaukaisin kdrkipiste on se, johon pédstddn
kulkemalla origosta ldhtevé avaruuslédvistdjavektori. Tamé
vektori on juuri b-kohdassa laskettu vektori. Kaukaisin

kirkipiste on siten (—/2,0,2).

Vastaus  a) 2
b) —/2i +2k
¢) (—/2,0,2)
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a) Madritetddn ensin vektori AB . Vektori pisteestd A =(6,-2,3)
pisteeseen B =(-3,2,-2) saadaan vdhentdmalla loppupisteen
koordinaateista alkupisteen koordinaatit.

AB =(=3-6)i +(2—(=2))] +(=2-3)k

=-9i +47 -5k

Vektorin 4B pituus on

[4B|=\(=9)* +4” + (-5)* =122 = 11.



b) Piste P onjanan AB keskipiste. Pisteeseen P padstiin siis
lahtemélla pisteestd A4 ja kulkemalla puolet vektorista AB .

Pisteen A(6,—2,3) paikkavektorion OA4=6i —2 +3k .
Muodostetaan pisteen P paikkavektori.

ﬁ:@%ﬁ
- - — 1 - - R
=6i —2j+3k +5(—9z +4j —5k)
_  _  — 9_ _ 5_
=61 —2j+3k——=i +2]——k
J 2 J 2
k

3 — 1
=—1+0j+—
2 T

. 3 1
Siis P=(—,0,—).
(2 2)

Vastaus  a) |E|z11

31
b) P=(=,0,—
) (2 2)
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a) Vektori pisteestd A(2,-9,1) pisteeseen B(-5,5,5) saadaan

vahentdmalld loppupisteen koordinaateista alkupisteen
koordinaatit.

AB=(-5-2)i +(5-(-9) ] +(5-Dk
=70 +14] +4k

b) Piste P jakaajanan AB suhteessa 2 :5. Yhteensd jakovileja
on siis 2 +5 =7, japisteeseen P pddstiddn pisteestd A

kulkemalla % vektorista AB .

Pisteen A(2,-9,1) paikkavektorion O4=2i -9 +k .
Muodostetaan pisteen P paikkavektori.

OP=04+24B )
7 - AB
B P
=2?—97+1€+3(—77+147+4/?)
7 op/ /
OA
=21 -9/ +k 20 +4j +—k o

Siis P = (0,—5,%).

Vastaus a) AB=-7i +14] +4k

b) P=(0, —5,175)
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Suunnikkaan lavistdjat ovat janat AC ja BD. c
Muodostetaan janoja vastaavat vektorit ja
lasketaan niiden pituudet.

AC =(17-8)i +(0—(=7))j +(~10-3)k

=97 +7j 13k

[4C|= 9P + 7 +(~13)* =299 (217,3)

BD =(-8-33)i +(32=(=39))] +(-57-50)k

=417 +71 -107k

|ﬁ| = J(=41) +71° +(=107)* =+/18171 = 342019 (~134,8)

Pidemmain ldvistdjan pituus on 32019 .

Vastaus 32019
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Kolmion sivut masrdytyvit vektoreista & =27 +3j + 7k ,

Vv =-5i +8j —2k janiiden erotusvektorista
U—-v =20 +3j +7k —(=5i +8j —2k)

=27 +3/+7k +5i -8/ +2k

=71 =5/ +9k.

Jos kolmio on suorakulmainen, sen sivujen pituudet toteuttavat
Pythagoraan lauseen. Lasketaan kolmion sivujen pituudet ja
tarkistetaan, toteuttavatko ne Pythagoraan lauseen.

7] =V2*+3+7° =62
[V = (=5) + 82 +(=2)* =+/93

it = V| =\7* + (=5 +9* =155

Néhdién, ettd kolmion pisimmaén sivun madrad vektori # —v .
Tarkistetaan, toteuttavatko sivujen pituudet Pythagoraan lauseen.

=+ [ =7 =¥

62+93=155
155=155
tosi

Kolmion sivujen pituudet toteuttavat Pythagoraan lauseen, joten
kolmio on suorakulmainen.

Vastaus on
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a) Merkitddn hyttysen ldhtopistettd
kirjaimella A ja paitepistettd
kirjaimella B. Piste B saadaan B 210"
selville méarittdmalla sen
paikkavektori OB . Selvitetiin _ A(2,3,0)
ensin paikkavektori 04 seki OA
vektorien @ ja b suuntaiset O
yksikkovektorit z° ja b°.

3508"

Pisteen A(2,3,0) paikkavektorion OA=27 +3] .

Vektorin @ =27 —2j +k pituus on
@|=22+(-2)* +1* =9 =3.

Vektorin @ suuntainen yksikkovektori on

1_ 1, = — 2- 2 1-
a'=—a=-Qi -2j+k)==i —=j +=k.
A U T

Vektorin b =37 + 6/ +2k pituus on
B]=(-3) +6 +2° =/49 =

Vektorin b suuntainen yksikkovektori on

€

o 1 1 o 3 6 2
b'==b=—(-3i +6]+2k)=—=10 +— ] +—k .
|b| 7( l J ) 71 7] 7



b)

Maédritetddn pisteen B paikkavektori.

OB =04+210-a° +350-b°
=27+37+210-(§?—§7+%/?)+350-(—%?+§7+%1¥)
=27 +3/ +1407 —140; + 70k —1507 +3007 + 100k
=87 +163/ +170k

Hyttynen péityy pisteeseen (—8,163,170).

Mairitetddn pisteiden A4(2,3,0) ja B(-8,163,170) vilinen

etdisyys muodostamalla vektori AB ja laskemalla sen pituus.

AB =(-8-2)i +(163=3)j +(170-0)k

=-10i +160/ +170k

|E| = J(=10)> + 1607 + 1707 =~/54600 =10+/546

Hyttynen pdityi siis 10v/546 pituusyksikon padhén
lahtopisteesta.

Vastaus a) (—8,163,170)

b) 10+/546 pituusyksikon padhin



163

a) Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset tismalleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku r, ettdi @ =rb .

Tutkitaan, onko yhtdlolld a = rb, r#0, ratkaisu.
a=rb
(3t —1)i +24f + (6t — Dk =r(27 +41 + (6t +2)k)

(3t —1)i +24f + (6t — Dk =2ri +4rtj +r(6t+2)k

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan

yhtdloryhma.
3t—1=2r )]
2t =4rt (2)

6t—1=r(6t+2)  (3)

Jos t=0, yhtilo 2 toteutuu aina. Sijoitetaan =0 yhtdloon 1 ja
ratkaistaan muuttuja r.

3t—-1=2r
2r=3t-1=0-1=-1



. N 1 . i
Tarkistetaan, ettd arvot » = ) ja t=0 toteuttavat myos

yhtilén 3.
6t—1=r(6t+2)

1
0-1=——-(0+2
2()

=1,
2
~1=-1
tosi

Oletetaan sitten, ettd ¢ 0. Télloin yhtdloryhméan yhtdlostd 2
saadaan

2t=4rt | :t

2=4r



Sijoitetaan r = 5 yhtdloon 1 ja ratkaistaan muuttuja ¢.

3t—1=2r

3t—1:2-l:1
2

=1+1=2

t==
3
. , 1 . 2 ,
Tarkistetaan, ettd arvot r = 5 ja t= 3 toteuttavat myos

yhtdléryhmén yhtélon 3.

6t—1=r(6t+2)

2

6-=—1= 2
3

1

—(6-—+2

2( 3 )

4—1—1(4+D
2

3=3
tosi

Yhtéloparille saatiin siis kaksi ratkaisua: r = —% ja t=0 sekd



Kun ¢ =0, vektorit ovat
a=0Ct-1i +26+(6t—Dk=—i +0/ -k =—i —k ja
b =2i +4fj +(6t+2)k =27 +0; +2k =27 +2k . Koska tilléin

a rl_)z—%l; ja —%<O,niinvektoritovat

vastakkaissuuntaiset.

Kun t=%, vektorit ovat

— - bry - = 4= T -
a=03t-1i+24 +(6t—Dk =1 +§] +3k ja

b =27 +41 + (6t +2)k = 2?+§7+ 6k . Koska tillsin

_ = 1= .1 . . .
a=rb= Eb ja 5 > 0, niin vektorit ovat samansuuntaiset.

Kaiken kaikkiaan siis vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset
(eli samansuuntaiset tai vastakkaissuuntaiset) silloin, kun #=0

. 2
tar t=—.
3

b) a-kohdan perusteella vektorit @ ja b ovat
vastakkaissuuntaiset silloin, kun ¢#=0.

¢) a-kohdan perusteella vektorit @ ja b ovat samansuuntaiset

silloin, kun ¢ = % .

Vastaus a) t=0 tai t:%
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Kéytetddn hyviksi tehtdvén 123 tulosta: kolmion painopisteen
paikkavektori on kolmion kérkipisteiden paikkavektorien summa
jaettuna luvulla 3.

Kirkipisteen A(1,—3,3) paikkavektorion OA=17 —3] +3k .
Kirkipisteen B(-3,6,7) paikkavektorion OB =-3i +6; +7k .
Karkipisteen C(—4,0,2) paikkavektori on OC =47 +2k .
Paikkavektoreiden summa on
OA+OB+0C =7 -37 +3k =31 +6j +7k —4i +2k
=—6i +3] +12k.
Painopisteen paikkavektoriksi saadaan

—6i +37 +12k

=27 +j +4k,
3 J

joten painopiste on (—2,1,4).

Vastaus  (-2,1,4)
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Pallon keskipiste on P(-3,12,—1) jasddeon 13.
Jos piste on z-akselilla, sen x- ja y-koordinaatit ovat 0. Siten z-
akselilla olevat pisteet ovat muotoa (Q(0,0,z), missd z on
reaaliluku.
Muodostetaan vektorin @ lauseke.

PQ =(0~(-3)7 +(0-12)] +(z = (-1)k

=37 —12j +(z+ Dk

Vektorin @ pituus on

PO| = (127 +(z+1)2 =153+ (z+1) .

Jos piste O on pallon piste, se sijaitsee sdteen etdisyydelld pallon
keskipisteestd P. Pisteiden Q ja P vilinen etdisyys on sama kuin

vektorin @ pituus. Muodostetaan yhtdlo |@| =13 jaratkaistaan

muuttujan z arvo laskimella.

J153+(z+1)* =13

z=3 tai z=-5

Siis ne pallon pisteet, jotka sijaitsevat z-akselilla, ovat (0,0,3) ja
(0,0,-5).

Vastaus  (0,0,3) ja (0,0,-5)
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Tilannetta havainnollistaa oheinen
kuva.

a)

b)

Piste P on purkin pohjan
reunaympyrallé (etdisyydelld 6
origosta), jos z =0 ja vektorin

OP pituus on 6. Koska (ehdolla
z=0)

|@|:\/x2+y2+22 :\/x2+y2 ,
saadaan kertoimille x ja y ehto

JX'+y* =6 eli x*+y°=36.

Piste P on purkin kannessa, jos
z=21 japiste sijaitsee purkkia
rajaavalla reunaympyrilla tai sen
sisdpuolella eli korkeintaan
etidisyydelld 6 z-akselista.

/
.

N
|

21

T

S

a-kohtaa apuna kéyttden voidaan paitella, ettd vaatimus johtaa
ehtoon /x”+y* <6 eli x>+’ <36.

Piste P on purkin vaipalla, jos 0<z<21 jakertoimet x ja y
toteuttavat saman ehdon kuin a-kohdassa eli x* + y* = 36.

Vastaus a) z=0 ja x°+)° =36

b) z=21 ja x> +y*<36

c) 0<z<21 ja x*+y>=36
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a) Lahestytdédn neliulotteisen avaruuden vektoreita kaksi- ja
kolmiulotteisen avaruuden vektorien kautta.

Olkoon kaksiulotteisessa avaruudessa /\
(eli tasossa) suorakulmion lavistéja xi +yj
xi + yj . Lavistdjan pituus on YJ
Pythagoraan lauseen mukaan

67+ 7] =+ 7 i

Vastaavasti kolmiulotteisessa avaruudessa suorakulmaisen

sirmion avaruusldvistdjan xi + y/ +zk pituus on

sz+y]_'+z/?|=\/x2+y2+22 .

- (f

CEE ZE
xi + 1)
yj

Kaavan voi johtaa soveltamalla Pythagoraan lausetta kuvan
kolmiossa, jossa kateetit madraavit vektorit xi + )/ ja zk ja

hypotenuusan vektori xi + yj + zk . Kateettien pituudet ovat

JX'+y* ja |zl? | =z ja hypotenuusan pituuden neli6 on kateettien

pituuksien nelididen summana (\/x*+ y°) +2z° = x>+ > +2°.



b)

Neliulotteisen avaruuden tilannetta voidaan késitelld
analogisesti. Ajatellaan, ettd kolmiulotteisen avaruuden vektori

xi + yj +zk on kateettina suorakulmaisessa kolmiossa, jonka

toinen kateetti on neljénteen ulottuvuuteen osoittava vektori #/ ,

missd [ on t-akselin suuntainen yksikkovektori. Kolmion
hypotenuusa on neliulotteisen avaruuden suorakulmaisen

hypersirmion avaruuslivistdji xi + yj + zk +1I . Kateettien

pituudet ovat |x7+ Vi + zl?| =Jx’+y’+2° ja |tl_| =t ja
hypotenuusan pituuden neli6 on kateettien pituuksien nelididen
summana (\Jx*+ 1y’ +z22)  + =x"+y +z7+ 1.
Avaruuslédvistdjan pituuden nelidlle on siis saatu

- = = =
|xi+yj+zk+tl| =x"+ )y +27+1.

Ottamalla nelidjuuri (ja rajoittumalla positiiviseen tapaukseen)
saadaan vektorin pituudeksi

x7+yj_'+zlz+tl_|=\/x2+y2+zz+t2 .

Kuten huomataan, kaava on vastaavien kaksi- ja kolmiulotteisten
avaruuksien kaavojen |x7+ y7| =Jx’+y° ja
|xzT +yj + zl?| =x*+y° +z° luonteva laajennus.

Kayttdmalld a-kohdan kaavaa saadaan vektorin
2i —3j +4k —5[ pituudeksi

|27—37+4/?—51‘|=\/22 +(=3) +42+(=5)* =54 =36 .



c) Madritetddn ensin vektori AB . Vektori pisteestd A(-5,0,1,3)

pisteeseen B(1,—-4,-7,—-2) saadaan vdhentdmélld loppupisteen
koordinaateista alkupisteen koordinaatit.

AB =(1—(=5))i +(=4—0)] +(=7=Dk +(=2-3)

=6i -4 -8k 51

Pisteiden 4 ja B vilinen etdisyys on sama kuin vektorin AB
pituus.

|4B|= J67 +(=4)? +(=8) +(=5)° =141

Vastaus  a) x>+ )7 +2° +1

b) 36
c) V141
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