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Funktion f(x)=-x*+3
kuvaaja on alaspdin aukeava
paraabeli.

4] Ay

——

Funktion h(x)=-2x+3
kuvaaja on laskeva suora.

d) y

\

=

Y

Vastaus: a) 9(x) b) i(x)

Funktion g(x) = x* +3x
kuvaaja on ylospéin aukeava
paraabeli.

a)| \ M
i

X
>

Funktion i(x)=x-3 kuvaaja
on nouseva suora.

b)| Ay

¢) f(x) d) h(x)
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(-1, -4)

a) Huippu on pisteessa (-1, —4)
b) Funktion kuvaaja leikkaa x-akselin pisteissa (-3, 0) ja (1, 0).

Siten yhtalolla x*+2x—-3=0 on kaksi juurta, jotka ovat x = -3
ja x=1.

Vastaus: a) (-1,-4) Db) kaksi juurta, x=-3 ja x=1
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a) Huippu on pisteessa (2, 0)

b) Funktion kuvaaja sivuaa x-akselia pisteessé (2, 0). Siten
yhtalolla x* +2x—-3=0 vain yksi juuri, joka on x = 2.

Vastaus: a) (2,0) b) yksi juuri, x=2
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a) Funktion arvo on negatiivinen niissd kohdissa, joissa sen kuvaaja
on x-akselin alapuolella.

Funktion g arvot ovat negatiivisia, kun -3 <x<1.

b) Funktion arvo on positiivinen niissa kohdissa, joissa sen kuvaaja
on x-akselin ylapuolella.

Funktion g arvot ovat positiivisia, kun x<-3 tai x> 1.

¢) Funktion arvo on epénegatiivinen niissa kohdissa, joissa sen
kuvaaja on x-akselilla tai sen ylapuolella.

Funktion g arvot ovat epédnegatiivisia, kun x <-3 tai x>1.
Vastaus: a)-3<x<1

b)x<-3 tai x>1
c)x<-3 tai x>1
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2
(2,0)

a) Funktion arvo on nolla kuvaajan ja x-akselin leikkauspisteessa
Funktion g arvo on nolla, kun x = 2.

b) Funktion arvo on positiivinen niissa kohdissa, joissa sen kuvaaja
on x-akselin ylapuolella.
Funktion g arvot ovat positiivisia, kun x # 2.

¢) Funktion arvo on negatiivinen niissa kohdissa, joissa sen kuvaaja
on x-akselin alapuolella.

Funktion g arvo ei ole negatiivinen mill4&n muuttujan x arvolla.

Vastaus: a)x=2 b)Xx#2 c¢)ei millddn muuttujan arvolla
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Funktion f(x)=-x*+c nollakohdat ovat yhtalén —x*+c =0
ratkaisut. Sievennetdan yhtaloa.

—x*+¢c=0

a) Yhtilolla x*>=c on kaksi ratkaisua (x = Je ja x= —\E),
kun ¢ > 0. Voidaan valita esimerkiksi ¢ =2,4.

b) Yhtalolla x* =c on yksi ratkaisu, kun ¢ =0.

¢) Yhtalolld x*>=c ei ole yhtaan ratkaisua, kun ¢ < 0. Voidaan
valita esimerkiksi ¢ =-1,3.

Vastaus: a) ¢ >0, esimerkiksi c=2,4
b)c=0
c) ¢ <0, esimerkiksi ¢=-1,3



Ratkaisun voi tarkistaa piirtdmalla valittuja c:n arvoja vastaavien

funktioiden kuvaajat.

-~

. f(x) = —2” + 2.4 Kaksi nollakohtaa.
x\
3 4 5 6 7 H °
c=10: f(x)=—2" yksi nollakohta

ei yhtddn nollakohtaa
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a) Piirretadn paraabelin y =ax® kuvaajia parametrin a eri arvoilla.

(Geometriaohjelmassa voit kayttad myos liukusééadinta
parametrille a.)

a=0,5 a=1 a=3

a=-0,5 a=-1 a=-3

Paraabeli on sitd kapeampi, mit4 suurempi on parametrin a
itseisarvo.

Kun a > 0, paraabeli aukeaa ylospain.

Kun a < 0, paraabeli aukeaa alaspain.



b) Piirretaan paraabelin y = x* +c¢ kuvaajia parametrin ¢ eri

arvoilla. (Geometriaohjelmassa voit kdyttdd myos liukusaadinté
parametrille c.)

c=1 c=2 c=3

Nt

Paraabeli leikkaa y-akselin pisteessa (0, c).

Kun parametrin ¢ arvo kasvaa, niin paraabeli nousee ylGspain.



c) Geometriaohjelmalla tutkimalla kuvaajia parametrien a ja c
arvoilla havaitaan, etté a- ja b-kohtien havainnot ovat voimassa.

d) Piirtamalla havaitaan, ettd a =-0,5 ja ¢ =-3.

™

w
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Funktion h(x)=0,5x*-3x+4 kuvaaja on ylospain aukeava
paraabeli.

Funktion f(x)=-x*-x+3 Funktion g(x)=x-x* kuvaaja
kuvaaja on alaspdin aukeava on alaspdin aukeava paraabeli.
paraabeli. Koska f(0) = 3, Koska g(0) =0, kuvaaja kulkee
kuvaaja kulkee pisteen (0, 3) origon kautta.

kautta.

a)

Vastaus: a) f(x) b) g(x) c) h(x)
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a) Huippu on pisteessa (-1, 6)
b) Funktion kuvaaja leikkaa x-akselin likimain pisteissa (-3,4; 0) ja

(1,4; 0). Siten yhtalolla —x*—2x+5=0 on kaksi juurta, jotka
ovat x~-3,4 ja x= 14.

Vastaus: a) (-1,6)  Db) kaksi juurta, x~-3,4 ja x~ 14
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w

-3 -2 -1
(-1.5,0)

a) Funktion arvo on positiivinen niissé kohdissa, joissa sen kuvaaja
on x-akselin ylapuolella.

Funktion f arvo on positiivinen, kun x #-1,5.

b) Funktion arvo on epanegatiivinen niissé kohdissa, joissa sen
kuvaaja on x-akselilla tai sen ylapuolella.

Funktion f arvo on epénegatiivinen kaikilla muuttujan x
arvoilla.

¢) Funktion arvo on epépositiivinen niissé kohdissa, joissa sen
kuvaaja on x-akselilla tai sen alapuolella.

Funktion f arvo on epdpositiivinen, kun x =-1,5.

Vastaus: a) x#-1,5 D) kaikilla muuttujan arvoilla c¢) x=-1,5
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Tunnelin korkeus nahdaéan huipun koordinaateista eli korkeus on
5,0 m.

Tunnelin leveys on nollakohtien vélinen etaisyys eli
2-3,1623=16,3246 ~ 6,3 (m) .



b) Oletetaan, ettd kuorma-auto voi ajaa sillan ali tien keskilinjaa
pitkin. Koska auton leveys on 2,60 m se ulottuu 1,30 m
keskilinjan kummallekin puolelle. Selvitetadn kuvaajan avulla
kuinka korkea tunneli on 1,30 m keskilinjan oikealla
(vasemmalla) puolella.

—F

Koska 1,30 m keskilinjasta sivussa tunnelin korkeus on likimain
4,155 m mahtuu 4,00 m korkea kuorma-auto ajamaan tunnelin
lapi.

Vastaus: a) korkeus 5,0 m, leveys 6,3 m
b) mahtuu
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a) x°=25
x=x/£ tai x:—\/ﬁ
X=5 X=-5

b) (x-3)*=25
x—3:\/£ tai x—3:—\/£

Xx—3=5 Xx—-3=-5
X=5+8=8 X=-5+3=-2

c) (x+4)°=25

x+4:\/£ tai X+4=—\/£

X+4=5 X+4=-5
Xx=5-4=1 X=-5-4=-9
Vastaus: a)x=-5 tai x=5

by x=-2 tai x=8
c)x=-9 tai x=1
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a) (3x-1)?=0
3x-1=0
x=1

Wl

b)  (3x-1)=4

3x—1=+/4 tai 3X-1=-/4

3x-1=2 3x-1=-2
3x=3 3x=-1
x=1 x:—l
3
c) (3x-1)°=-4

Koska minké&én luvun nelio ei ole negatiivinen, yhtaloa ei toteuta
mikaan luku.

Vastaus: a) X :% b) x =—% tai x=1 C) eijuuria
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Sievennet&an yhtaloa.
8x*+c=15

8x>=15-¢

X2 _15_C
8

Yhtélon oikean puolen merkin méaraa osoittaja 15 — c.

15—

a) Yhtalolla x> = C on kaksi juurta, kun yhtalén oikea puoli on
positiivinen eli
15-¢>0
15>c¢

c <15.

Voidaan valita esimerkiksi ¢ = 10.

b) Yhtalolla x* = 15-c on yksi juuri, kun yhtalon oikealla puolella

on luku 0.




¢) Yhtalolla x? =2=C

ei ole yhtaan juurta, kun yhtalon oikea

puoli on negatiivinen eli
15-¢<0

15<c
c >15.

Voidaan valita esimerkiksi ¢ = 18.

Vastaus: a) ¢ < 15, esimerkiksi ¢ =10
b) c=15
c) ¢ > 15, esimerkiksi ¢ =18



Yhtalon 8x°+c=15 eli 8x*+c—15=0 ratkaisut ovat funktion
f (x) =8x* +c¢—15 nollakohtia. Tehtava voidaan siis tarkistaa
piirtaméalla valittuja c:n arvoja vastaavien funktioiden kuvaajat.

|

ei yhtdan nollakohtaa

)
[/l

15: f(x) = 8x” yksi nollakohta

h 4
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Funktioiden f ja g arvot ovat yhté suuret vain yhdessa kohdassa,
kun yhtalolla f(x) = g(x) on vain yksi ratkaisu. Muodostetaan ja
sievennetdan yhtalo.

f(x)=9(x)
(x=3)* =-6x+k
X? —6X+9=-6X+KkK
x*+9=k

x?=k-9

Yhtalolla x> =k —9 on vain yksi ratkaisu, kun
k-9=0
k=09.

Kun k=9 on yhtalon ratkaisu

x>=9-9

Vastaus: k=9, kohtaon x=0



Tehtdvan voi tarkistaa piirtamalla funktioiden kuvaajat. Koska
kuvaajilla on vain yksi leikkauspiste on k:n arvo oikea.

(0, 9)
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a) Piirretaan paraabelin y =ax®+2x+1 kuvaajia parametrin a eri

arvoilla. (Geometriaohjelmassa voit kayttad myos liukuséadinté
parametrille a.)

a=05 a=1 a=3

Paraabeli on sitd kapeampi, mitd suurempi on parametrin a
itseisarvo.

Kun a > 0, paraabeli aukeaa ylospain.

Kun a < 0, paraabeli aukeaa alaspain.



b) Piirretaan paraabelin y = x* +2x+c¢ Kuvaajia parametrin ¢ eri

arvoilla. (Geometriaohjelmassa voit kdyttdd myos liukusaadinté
parametrille c.)

c=1 c=2 c=3

Paraabeli leikkaa y-akselin pisteessa (0, c).

Kun parametrin ¢ arvo kasvaa, niin paraabeli nousee yldspéin.



c) Piirretaan paraabelin y = x* +bx kuvaajia parametrin b eri

arvoilla. (Geometriaohjelmassa voit kdyttdd myos liukusaadinté
parametrille b.)

b=1 b=2

1, -1}

Nollakohdat: -1 ja 0 Nollakohdat: -2 ja 0

i i . Huipun x-koordinaatti: -1
Huipun x-koordinaatti: —% P

Nollakohdat: 0 ja 3 Nollakohdat: 0 ja 4
Huipun x-koordinaatti: 2

Huipun x-koordinaatti: g

Nollakohdat ovat x =0 ja x =-b. Huippu on kohdassa x = —g.



d) Piirretaan paraabelin y =ax®+bx kuvaajia parametrien a ja b

eri arvoilla. (Geometriaohjelmassa voit kéayttaa myos
liukusaatimid parametreille a ja b.)

a=2 b=4 a=1 b=3

(1.5, -2.25)

Nollakohdat: -2 ja 0 Nollakohdat: -3 ja 0
Huipun x-koordinaatti: —1

Huipun x-koordinaatti: —g

Nollakohdat ovat x=0 ja x= —g :

Huippu on kohdassa x = —i.
2a
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a) x*—4x+3=0

_b++/bh%—
X = b+ V" —4ac a=1 b=-4, c=3
2a
(-8 +\(-4)-413
2-1
_Ax4 4x2
2 2
x=2t2_ 0 5 i x-422_2_4
2 2 2 2
b) 5x*+x—-4=0
_b++/bh%—
x = REND" ~dac a=5 b=1 c=-4
2a
_—1+1’-4.5.(-4)
2-5
_—1+81 -149
10 10
-1+9 8 4 . -1-9 -10
= =—=— fai Xx=——=—""+=-1
10 10 5 10 10
. . 4
Vastaus: a)x=1 tai x=3 b) x =-1 tai x=5
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a) x* +3=>5x
x> —5x+3=0 a=1 b=-5 c=3
X_—(—5)i«/(—5)2—4-1-3_Six/ﬁ
2-1 2
5+J13 . 5-/13
= > tal x= >

b) 3x*+2x=-1

3x>+2x+1=0 a=3 b=2 c=1
X_—Zi\/22—4-3-1_—1i\/—10
- 2.3 B 6

Koska lukua +/—-10 ei ole maéritelty, yhtalolla ei ole juuria.

5+\/E
2

5-13
2

Vastaus: a) X= tai x= b) ei juuria
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a) x>+9x=0 a=1 b=9 ¢=0
L _9EV9-4.1.0 949
2-1 2
x:_9+9:9:0 tai x:ﬂ:_—m:—Q
2 2 2 2

b) 4y’ -5y+1=1

4y* -5y =0 a=4, b=-5 ¢=0

_ —(-5)++/(-5)*-4-4-0 545
24 8
545 10 5 5-5

105 ., 550
8 8 4 8 8

y

Vastaus: a)x=-9 tai x=0 b)y=0 tai y=

5

4
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a) (x+3)* =12x
X?+2-3-x+3 =12x
X*+6x-12x+9=0
x> —6x+9=0 a=1 b=-6c=9

_—(-6)%(-6)°-4-1-9 _6x0 _6_,
21 2

2

X

b) (x+2)(x-2)=3x
x? — 2% = 3x

X*-3x-4=0 a=1 b=-3 c=-4

(-3 2\(-3)2—41-(-4) 3++25 315
- 2.1 2 2
3-5 -2

=4 tai X=—-=—=-1
2 2

X

3+5
X=—=
2

N | 0o

Vastaus: a)x=3 b)x=-1 tai x=4
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a) Funktion f(x)=-3x*—-2x+1 nollakohdat ovat yhtalén
—3x*-2x+1=0 juuret.

-3x*-2x+1=0  |-(-1)

3x>+2x-1=0 a=3 b=2 c=-1

L 2%y2-4-3.(1) 2:+V16 _-2:4
2.3 6 6
_2+4_2 1 . _—2-4 -6

— == fai X=—=—=-1
6 6 3 6 6

b) Funktion g(x)=7x*-56 nollakohdat ovat yhtalon

7x*-56=0 juuret.
7x2 =56 =0
7x*=56 |7
X2 =
x=+/8 tai X =—/8
e ‘=22
X =22 X =-2+/2

Vastaus: a)x=-1 tai x :% b) x= —22 tai x=22
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a) (x+1)°=5
X*+2x+1=5
X +2x-4=0 a=1 b=2 c=-4
242" -4.1.(-4)
- 21

—2+20
2

—2++/4.5
2

—2+25
2

=Z(—1;\/§)=_1i\/§

x=—1+\/§ tai x:—l—\/g

X

Yhtélon voi ratkaista myds ilman ratkaisukaavaa.

(x+1)*=5
x+1=+/5 tai x+1=-/5

x=-1++/5 x=-1++/5



b) X? +1=4x
x> —4x+1=0 a=1 b=-4,c=1
N ) B ) e B
21

44412

22+43)

_2@ENY) 5. 5

7
x:2+J§ tai x:2—\/§

Vastaus: a) x=-1-5 tai x=-1+5
b)x:2—\/§ tai x=2++/3
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Merkit&én siskojen ik&a kirjaimella x.
Muodostetaan yhtalé annetuista tiedoista.
Iké kerrotaan luvulla 14 ja tulosta vahennetdan 33: 14x—33
Ian nelio: x?
14x-33=x"
—x*+14x-33=0 Ratkaistaan laskimella

x=3 tai x=11

Siskojen it ovat siis 3 vuotta ja 11 vuotta.

Vastaus: 3 ja 11 vuotta
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f(t)=at’ +a’t+18

Muodostetaan annetun tiedon perusteella yhtéld ja ratkaistaan vakion
a arvo laskimella.

f(-3)=6
a-(-3)*+a’-(-3)+18=6
-3a°+9a+18=6
-3a°+9a+12=0

a=-1 tai a=4

Vastaus: a=-1 tai a=4
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Sijoitetaan x =2 yhtaloon ja ratkaistaan vakion a arvo.

(2-a)(2+1) =15

a=-3

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan se.

(x—(=3))(x +1) =15

(x+3)(x+1) =15 Sievennetadn laskimella.
x> +4x+3=15
X +4x-12=0 Ratkaistaan laskimella.

X=—6 tai x=2

Toinen juuri on siis —6.

Vastaus: a =-3, toinen juuri x =-6
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a) x>+x-6=0

_ —bx+b*-4ac

2a

_ 121" -4.1.(-6)

2-1

X a=1 b=1 c=-6

14425 -1+5
2 2
~1+5 4 ~1-5 -6
X = = —

=222 tai x=—— 22223
2 2 2 2

b) 6x>—x-1=0

_ —b++/b?-4ac

2a

_ (D)’ -4-6-(-])
2-6

14425 145
12 12

X a=6 b=-1 c=-1

Vastaus: a)x=-3 tai x=2 b) x:—% tai x=;
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a)  5x*=-x

5% +x=0 a=5 b=1 c=0

L1V -4.5.0 -1x1

2-5 10
x= 2t ot xe2to2_ 1
10 10 5
b) X2+ X=2-2x°

X2 +2x2+x-2=0

3x*+x-2=0 a=3 b=1 c=-2
L lEyT-4-3:(-2) -1%y25 15
2-3 6 6
~1+5 4 2 -1-5 -6
= =—=— fai X=—"—=—=-1
6 6 3 6 6

Vastaus: a) x:—% tai x=0 b) x =-1 tai x:%
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a) (x-3%=3
X*—6x+9=3
X —6x+6=0 a=1 b=-6 c=6
(86" -4-1-6
2-1
_6+412
2
6243
2
Z(3Z‘f) 3443

x=3+\@ tai x=3—\/§

Yhtélon voi ratkaista myds ilman ratkaisukaavaa.
(x-3)?%=3
x—-3=+/3 tai x—-3=—/3
x=3++/3 x=3-+/3



b) X =1-2x

x?+2x-1=0 a=1 b=2 c=-1
L 2E\2 41 (1)
2-1

2448

2
2422

2

1+
_Z(1242) 127\/5)=—1J_rﬁ

X=-1+2 tai x=-1-+2

Vastaus: a) x=3-/3 tai x=3++/3
b)x:—l—\/E tai Xx=-1+~/2
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a) h(t)=0
~t?+10t=0  |-(-1)

t*-10t=0 a=-1 b=-10, c=0

. _=(-10) +(-10>-4-1.0 10+10

21 2
_10+10_20 . .. 10-10
2
b) h(t) =30
~t? +10t =30
~t2410t-30=0 | -(-1)
t2-10t+30=0 a=-1, b=-10, ¢=30

 —(-10)£4/(-10)*-4-1-30 _ 10+~/-20
- 2-1 2

t

Koska lukua +/—20 ei ole madritelty, yhtalolla ei ole juuria.
Taten funktion h arvo ei ole 30 milld&n muuttujan t arvolla.



C) h(t) = 25
—t>+10t =25
—t2+10t-25=0 |-(-2)

t2-10t+25=0 a=-1 b=-10, c=25

_ —(-10)+/(-10)*~4-1-25 100 10
21 2 2

t 5

Vastaus: a)t=0 tai t=10
b) Ei millddn muuttujan t arvolla.
c)t=5
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a) x-2x+i0 |-9
3 9
9x*—6x+1=0 a=9, b=-6c=1
L _—(B)£\(-6)°-4-91 6x0_6 1
2-9 18 18 3
2
b) X__X__3=l |.12
2 12 3
6x° —(x-3)=4

6x°-x+3-4=0
6x>—x-1=0 a=6 b=-1 c=-1

()1’ -46:(-1) 125 115

X
2-6 12 12
1+5 6 1 1-5 4 1
12 12 2 12 12 3

Vastaus: a) x:1 b) X:_l tai x:i
3 3 2
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f(x)=9(x)
(x—4)* =(3-x)(3+X)
X2+2-X-(—4)+(—4)? =3 - x*
X —8x+16=9- x>
X+ x> -8x+16-9=0
2x% -8x+7=0 a=2, b=-8 ¢c=7

(B8 -4-27

2-2

_8+8

4

_8+2\2
18

_2(41&)_“«/5
BT e

9

_4-\2 4-2
9

taik X=——
9

Vastaus: X =



201
Merkit&éan veljien ik&a kirjaimella x.
Muodostetaan yhtalé annetuista tiedoista.

14n nelioon lisataan luku 14: x> +14

Iké& yhdeksankertaisena: 9x

x> +14 = 9x
x> —9x+14=0 Ratkaistaan laskimella
X=2 tai x=7

Veljien it ovat siis 2 vuottaja 7 vuotta.

Vastaus: 2 ja 7 vuotta
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Olkoon x parillinen luku. T&lloin luvut x -1 ja x +1 ovat kaksi
perakkaista paritonta lukua.

Muodostetaan nédiden perakkaisten parillisten lukujen tulo.
(X=-D(x+1)=x*-1"=x*-1

Vuosiluvut, jotka ovat kahden perékkaisen parittoman luvun tuloja,
ovat siis funktion f(x)=x*—1 arvoja, missa x on jokin parillinen
luku.

Taulukoidaan muuttujan x eri arvoja vastaavia syntyméavuosia.

x=40 | f(x)=40°-1=1599, ei voi olla isoisan syntymavuosi

x=42 | f(x)=42°-1=1763, ei voi olla isoisan syntymavuosi

x=44 | f(x)=44"-1=1935, voi olla isoisdn syntymavuosi

x=46 | f(x)=46°-1=2115, ei voi ollaisoisan syntymavuosi

Siis isoisan syntyméavuosi on 1935.

Vastaus: 1935
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Merkitadn ensimmaista lukua kirjaimella x. Tatd seuraavat
luonnolliset luvut ovat x +1 ja X + 2.

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan se laskimella.
x*+y?=27"  |sijoitetaany = x+1 ja z=x+2
X+ (x+1)? =(x+2)*
X2+ X2 +2x+1=x>+4x+4
x*—2x-3=0

x=-1 tai x=3
Koska -1 ei ole luonnollinen luku, se ei k&y ratkaisuksi.
Ensimmainen luku on siis 3 ja kaksi seuraavaa lukua 4 ja 5

Vastaus: 3, 4 jas



204
Funktion f nollakohtaon-1 eli f(-1)=0.

Muodostetaan yhtal6 ja ratkaistaan a.
f(-1)=0
5-1+a)(-1-3)=0

a=1

Funktioksi saadaan f (t) =5(t+1)(t—3).

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan milla muuttujan t arvolla
funktion arvo on 30.

5t+1)(t-3)=30 Sievennetddn laskimella.
5t* —10t—15=30

5t2 —10t—45=0 Ratkaistaan laskimella.

t=1-+10 tai t=1++10

Vastaus: a=1, f(t)=30,kun t=1-+10 tai t=1+~/10
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Funktion g nollakohtaon-3 eli g(-3)=0.

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan a.
9(-3)=0
2-(-3)°-a-(-3)-a*=0
—a’+3a+18=0
a=-3 tai a=6
1) Kun a =-3, funktio on
g(x) =2x* - (-3)x—(-3)* =2x* +3x-9.
Ratkaistaan nollakohdat.

2x*+3x-9=0

Xx=-3 ftai x:é
2

Toinen nollakohta on siis



2) Kun a =6, funktioon g(x)=2x>-6x—6>=2x"—-6x—36.
Ratkaistaan nollakohdat.

2x*—6x—-36=0
X=-3 tai x=6

Toinen nollakohta on siis 6.

Vastaus: Kun a = -3, funktion toinen nollakohta on E

Kun a = 6, funktion toinen nollakohta 6.
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Sijoitetaan x =-1 yhtaloon.
(-1)°-(@°-1)-(-)-a’=0
1+a’*-1-a*=0
0=0 identtisesti tosi

Yhtalo on siis tosi kaikilla vakion a arvoilla, kun x =-1.

Luvun x =2 tulee olla yhtalon toinen juuri. Sijoitetaan x = 2
yhtéldon ja ratkaistaan vakion a arvo.

2°—(a*-1-2-a*=0
4-2a*+2-a’=0
-3a*+6=0

3a* =6

a’=2

a=+2 tai a=-v2

Vastaus: Yht&lon toinen juuri on x =2, kun

a=-2 tai a=+2.
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Ratkaistaan funktion f(x) = x*—-3x—4 nollakohdat.

X*—-3x-4=0 a=1 b=-3 c=-4
. ~(-3)£/(-3)°—4-1-(-4) 3425 3+5
2.1 2 2
x=39_Z2_ 4 i x=332_8_4
2 2 2 2

Hahmotellaan funktion f(x)=x*-3x—-4 kuvaaja, joka on
yléspdin aukeava paraabeli.

Funktion f(x)=x*-3x—4 arvot ovat positiivisia,
kun x<-1 tai x> 4.

Vastaus: x < -1 tai x>4
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Ratkaistaan funktion f(x) =2x*+6x nollakohdat.

2x>+6x=0 a=2 b=6¢c=0
,_—6tVE-4.2.0 616
2:-2 4
x="076_712_ 4 i x=8%6_
4 4

Hahmotellaan funktion f(x) =2x*+6x kuvaaja, joka on ylospain
aukeava paraabeli.

Funktion f(x)=2x*+6x arvot ovat negatiivisia,
kun -3 <x<0.

Vastaus: -3<x<0
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a) 2x°+x-3>0

Ratkaistaan funktion f(x) =2x*+x -3 nollakohdat.

2x*+x-3=0 a=2 b=1 c=-3
L lEyT-4-2.(-8) -1%y25 15
2:-2 4 4
-1-5 -6 3 ) -1+5 4
4 4 2 4 4

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatella&dn sen merkit.

Funktion f(x)=2x"+x-3
kuvaaja on ylospéin aukeava

paraabeli.

Epayhtdlo 2x*+x-3>0 toteutuu, kun xs—g tai x> 1.




b) —x*+9x-8<0
Ratkaistaan funktion f(x) =—x*+9x -8 nollakohdat.

—x*+9x-8=0 a=-1 b=9, c=-8

X:—9i\/92—4~(—1)-(—8) _-9+4/49 947

2-(-1) ) )
x:_9+7:_—2:1 tai x:—_9_7:_—16:8
-2 -2 -2 -2

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatella&dn sen merkit.

Funktion f(x)=-x"+9x-8

. 1 + 8
kuvaaja on alaspéin aukeava —5
paraabeli. / \

Epayhtdlo —x*+9x—-8<0 toteutuu, kun x <1 tai x> 8.

Vastaus: a) xs—g tai x>1 b) x<1 tai x>8
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a) x*<9
x*-9<0
Ratkaistaan funktion f(x) =x*—-9 nollakohdat.
x*-9=0
x*=9

X=+9=3 tai X=-9 =-3

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatelld&dn sen merkit.

Funktion f(x)=x*-9 \
. . +
kuvaaja on ylospéin aukeava

paraabeli. -3

Epayhtilo x*—-9<0 toteutuu, kun -3 <x<3.



b) 12 > 3x°

—3x2+12>0

Ratkaistaan funktion f(x) =—-3x*+12 nollakohdat.

-3x>+12=0
—3x*=-12
x?=4

x:x/Z:2 tai X=—4==2

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatella&dn sen merkit.

Funktion f(x)=-3x*+12
kuvaaja on alaspéin aukeava N
paraabeli. - / \_

Epéayhtald —3x*+12>0 toteutuu, kun —2 < x < 2.

Vastaus: a)-3<x<3 b) -2<x<2
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a) X* +4>4x

x> —4x+4>0

Ratkaistaan funktion f(x) = x*—-4x+4 nollakohdat.

X*—4x+4=0 a=1 b=-4c=4
X_—(—4)J_r«/(—4)2—4-1-4_4J_r0_£_2
21 2 2

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatellaan sen merkit.

Funktion f(x)=x>—4x+4
kuvaaja on ylospain aukeava + +
paraabeli, jonka ainoa >

nollakohta on x = 2. 2

Funktio f ei siis saa millddn muuttujan x arvoilla negatiivisia
arvoja. Arvon nolla funktio f saa, kun x = 2.

Epayhtdlo x*—x+4>0 toteutuu, kun x # 2.



b) x(x+2)<-1
X +2x+1<0

Ratkaistaan funktion f(x) = x*+2x+1 nollakohdat.

X*+2x+1=0 a=1 b=2, c=1
L _2EN2 411 240 2,
2-1 2 2

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatelld&dn sen merkit.

Funktion f(x)=x*+2x+1
kuvaaja on ylospain aukeava + —+ «
paraabeli, jonka ainoa >

nollakohta on x =-1. —1

Funktio f ei siis saa milld&n muuttujan x arvoilla negatiivisia
arvoja. Arvon nolla funktio f saa, kun x =-1.

Epayhtald x*+2x+1<0 toteutuu, kun x = —1.

Vastaus: a) X #£2 b) x=-1
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3) (x=2)% <9
x> —4x+4<9 | -9
x> —4x-5<0

Ratkaistaan funktion f(x) = x*—4x-5 nollakohdat.

x?—4x-5=0 a=1 b=-4, c=-5
X_—(—4)i\/(—4)2—4-1-(—5) 4436 46
2-1 2 2
X=ﬂ=_—2=—1 tai X=ﬂ=£=5
2 2 2 2

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatella&dn sen merkit.

Funktion f(x)=x*-4x-5
kuvaaja on ylospain aukeava N
paraabeli. <

Epéayhtald x*—4x-5<0 toteutuu, kun -1 <x <5,



b) (2x+1)* > x°
(2x)* +2-2x-1+1* > x°
4x% +4x+1> x? |—x2

X2 +4x+1>0

Ratkaistaan funktion f(x) =3x*+4x+1 nollakohdat.

3x* +4x+1=0 a=3 b=4, c=1
LAV -4-31 A4x\L_ 4x2
2-3 6 6
—4-2 -6 . 4+2 -2 1
X=——=—=-1 tal x= =—=—=
6 6 6 6 3

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatelld&dn sen merkit.

Funktion f(x)=3x*+4x+1
+ +,

kuvaaja on yldspéin aukeava >
paraabeli. -

Epayhtald 3x*+4x+1>0 toteutuu, kun x<-1 tai x> —% .

Vastaus: a)-1<x<5 b) x<-1 tai XZ—%
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Sievennetéan funktion lauseke.
f(X)=7x—(x+2)?
=7X—(X* +4x+4)
=7Xx—x?—-4x -4
=—Xx*+3x—-4
Funktion f kuvaaja on siis alaspdin aukeava paraabeli.

Funktio saa vain negatiivisia arvoja, mikali x,
sen kuvaaja on kokonaan x-akselin i
alapuolella. Funktion f kuvaaja on

kokonaan x-akselin alapuolella, mikali

funktiolla f ei ole yhtaan nollakohtaa.

Ratkaistaan funktion f(x)=—-x*+3x—4 nollakohdat.

—x*+3x-4=0  |-(-)

X2 —3x+4=0 a=1 b=-4, ¢c=-5

X:_(_s)i\/ngi\/j
2-1 5

Koska lukua ~/—7 ei ole madritelty, ei yhtal6lla ole juuria. Siis
funktiolla f ei ole yht&dan nollakohtaa. Taten funktion f kuvaaja on
kokonaan x-akselin alapuolella ja funktio f saa vain negatiivisia

arvoja. [J
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Merkitaan lukua kirjaimella x. Luvun nelié on tallgin x°.

Luvun x jasen nelion summa x+ x> tulee olla korkeintaan 30 eli
X+ Xx* < 30.

Ratkaistaan epayhtélo laskimella.

X+ x> <30

—-6<x<5

Valilla -6 <x <5 olevat positiiviset kokonaisluvut ovat
1, 2, 3, 4 ja 5.

Vastaus: 1,2 3, 4jab
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a) Koska nelidjuuri on maéritelty vain epénegatiivisille luvuille, niin
funktio f(x)=+/x*—7x on maéritelty, kun x> —7x>0.

Ratkaistaan epéayhtélo laskimella.

X2 —7x>0

X<0 tai x>7

b) Funktio f(x)=+/10-x(17-3x) =+10-17x+3x? on

maaritelty, kun 10-17x+3x*>>0.
Ratkaistaan epayhtélo laskimella.

10-17x+3x* >0

xsg tai x>5
3

Vastaus: a)X<0 tai x>7 b)xs% tai x>5
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a) 2x°-10x+12>0

Ratkaistaan funktion f(x)=2x*-10x+12 nollakohdat.

2x* -10x+12=0 a=2, b=-10, c=12

. ~(-10)£4/(-10)—4-2.12 10+~/4 10+2

2:-2 4 4
x:—10_2:§:2 tai x:10+2:2:3
4 4 4

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatella&dn sen merkit.
Funktion f(x)=2x*-10x+12 \

kuvaaja on yldspéin aukeava * 3 — _ +">
paraabeli. - 3

Epayhtalo 2x*—-10x+12>0 toteutuu, kun x <2 tai x> 3.




b) X? < =X
2
X“+x<0

Ratkaistaan funktion f(x) = x>+ x nollakohdat.

x2+x=0 a=1 b=1 c=0
LTl -4.1.0 141
21 2
S 2 @i x=E oo
2 2

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatella&dn sen merkit.

Funktion f(x)=x*+x \
+ +,

kuvaaja on ylospéin aukeava — i
paraabeli. B

Epéayhtald x*+x <0 toteutuu, kun -1 <x <O0.

Vastaus: Q) X<2 tai x>3 b) -1<x<0



x? 2
4
x> -=<0
Ratkaistaan funktion f(x) = x*—= nollakohdat.
N
4
=t
4
1 1 1 1
X=,=-== tai x=—,|-=-—=
4 2 4 2

Funktion f(x)=x? —%

kuvaaja on ylospdin aukeava
paraabeli.

Epayhtilo x* —% <0 toteutuu, kun —% <X< %



b) X(6-x)<9
6x—x?<9

—x*+6x-9<0
Ratkaistaan funktion f(x)=—-x*+6x—-9 nollakohdat.

—x*+6x-9=0 a=-1 b=6, c=-9

X_—6J_r\/62—4-(—1)~(—9) 60 6
B 2-(-1) 2 22

=3

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatella&dn sen merkit.

Funktion f(x)=-x*+6x—-9 3

kuvaaja on alaspéin aukeava _ —
paraabeli, jonka ainoa
nollakohta on x = 3.

Epayhtald —x*+6x—-9<0 toteutuu kaikilla muuttujan x
arvoilla.

Vastaus: a) —% <X <% b) Epayhtalon toteuttavat kaikKki

luvut.
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a) (x-5)>>3-x*
x* —10x + 25> 3—x*

2x%-10x+22>0

Ratkaistaan funktion f(x) =2x*—-10x+22 nollakohdat.

2x% —10x+22=0 a=2, b=-10 c=22

_ —(-10)£/(-10)-4-2.22 10+~/-76
2.2 4

X

Lukua ~/—76 ei ole maéritelty, joten funktiolla f eiole
nollakohtia.

Koska funktion f(x) =2x*—10x + 22

kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli ja \/

funktiolla ei ole nollakohtia, niin funktion + T ¥,
f kaikki arvot ovat positiivisia. ¢

Epayhtald 2x*—10x+22>0 toteutuu kaikilla muuttujan x
arvoilla.



b)

(x-1)%>2x-3
X2 —2x+1>2x-3

X2 —4x+4>0

Ratkaistaan funktion f(x) = x*—4x+4 nollakohdat.

X —4x+4=0 a=1 b=-4,c=4
X_—(—4)J_r«/(—4)2—4-1-4 _4£0_4_,
- 21 2 20

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatelld&dn sen merkit.

Funktion f(x)=x*—-4x+4

kuvaaja on ylospdin aukeava

paraabeli, jonka ainoa + T >
nollakohta on x = 2. 2

Funktio f ei siis saa millddn muuttujan x arvoilla negatiivisia
arvoja. Arvon nolla funktio f saa, kun x = 2.

Epayhtald x*—4x+4<0 toteutuu, kun x = 2.

Vastaus: a) Epéyhtalon toteuttavat kaikki luvut. b) x =2
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Sievennetaan funktion lauseke.
f(X)=x(x-6)+9=x*-6x+9

Funktion f kuvaaja on siis ylospain aukeava paraabeli.

Funktio ei saa negatiivisia arvoja, mikali sen kuvaaja on kaikilla
muuttujan x arvoilla x-akselilla tai sen ylapuolella. Funktion f
kuvaaja on kaikilla muuttujan x arvoilla x-akselilla tai sen
ylapuolella miké&li funktiolla on korkeintaan yksi nollakohta.

\_r/‘ )
> >

Ratkaistaan funktion f(x) = x*—6x+9 nollakohdat.

X2 —6x+9=0 a=1 b=-6, c=9

 —(-6)£/(-6)2-4-1.9 60
2.1 2

Funktion f ainut nollakohta on 3. Téten
funktion f kuvaaja on kaikilla muuttujan x
arvoilla x-akselilla tai sen ylapuolella. 5

Funktio f ei siis saa negatiivisia arvoja. [J 3

X =§=3
2
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Kaksoisepayhtald —1< x*—-5x+5<1 toteutuu niilld muuttujan x
arvoilla, joilla totetuu seké epayhtald —1< x*> —5x+5, etta
x® —5x +5 < 1. Ratkaistaan molemmat epayhtalot.

—1<x*-5x+5
—x*+5x-5-1<0
—x*+5x-6<0

Ratkaistaan funktion f(x) =-x*+5x—-6 nollakohdat.

x> +5x-6=0 a=-1 b=5 c=-6

X=_5iJ§‘4”04)06)=—5iJi=_5i1

2-(-1) ) )
x=2t1_ A o i x=271_0_3
-2 -2 -2 -2

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatellaan sen merkit.

Funktion f(x)=-x*+5x—6
kuvaaja on alaspéin aukeava
paraabeli.

Epayhtald —x°+5x—6<0 toteutuu, kun x <2 tai x> 3.



x*—5x+5<1 | -1
x?—5x+4<0

Ratkaistaan funktion f(x) =x*—-5x+4 nollakohdat.

X?=5x+4=0 a=1 b=-5 c=4
X_—(—5)J_r«/(—5)2—4-1-4_5ix/§_5i3
21 2 2
X=E:g:1 tai x:—5+3=§=4
2 2 2 2

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatelldan sen merkit.

Funktion f(x)=x*-5x+4
kuvaaja on yldspéin aukeava
paraabeli.

Epayhtald x*—5x+4<0 toteutuu, kun 1<x<4.

Kaksoisepayhtald —1< x*—-5x+5<1 toteutuu, kun molemmat
ehdoista x <2 tai x>3 ja 1<x<4 ovatvoimassa eli kun
1<x<2 tai 3<x<4.

v

Vastaus: 1<x<2tai 3<x<4
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a) Koska nelidjuuri on maéritelty vain epanegatiivisille luvuille ja
1

J6x2 +11x - 10

luvulla nolla ei voi jakaa, niin funktio f(x) =

on maaritelty, kun 6x* +11x-10>0.

Ratkaistaan epayhtélo laskimella.

6x° +11x-10>0

5 . 2
X<—— tal Xx>—
2 3



b) Funktio f(x)=~2x-1+ ! on madritelty, kun seka

V1-x?
V2x -1, ettd

on madritelty.

1-x°

Funktio +2x—1 on madritelty, kun 2x—-1>0.
Ratkaistaan epayhtalo.

2x-1>0
2x>1

x>
2

Funktio

— on méaritelty, kun 1- x?>0.
1-x

Ratkaistaan epayhtélo laskimella.

1-x>>0

-1<x<1



Funktio f on maaritelty, kun molemmat ehdoista x 2% ja

] ] 1
—1< x<1 onvoimassa eli kun ES x<1.

20 —1 >0 ®

1-2°>0 o r>)

-2 15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Vastaus: a) x<—E tai x>g b) i3x<1
2 3 2

v
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Merkitaan lukua kirjaimella x. Luvun nelié on tallgin x°.

Luvun nelion x* tulee olla pienempi kuin luku x itseeli x*<x.

Ratkaistaan epéayhtélo laskimella.

X2 < X

O<x<l1

Vastaus: Luvut X, jotka toteuttavat ehdon 0 <x < 1.
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Merkitaan lukua kirjaimella x. Luvun nelié on tallgin x°.

Luvun nelion x* jaluvun x erotuksen x*—x tulee olla vahintaan
20 eli x*—x>20.

Ratkaistaan epayhtélo laskimella.

x?—x>20

X<—4 tai x=5

Koska lukujen piti olla positiivisia, niin ratkaisuksi kelpaavat ne
luvut x, jotka toteuttavat ehdon x> 5.

Vastaus: Luvut X, jotka toteuttavat ehdon x > 5.
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Pallon korkeuden 24t —4,9t* tulee olla suurempi kuin 5 eli
24t —4,9t° > 5.

Ratkaistaan epayhtélo laskimella.

24t —4,9t* > 5
0,218...<t<4,679...

Pallo on siis yli 5 m:n korkeudella aikavélin 0,218...<t < 4,679....
Lasketaan aikavalin pituus.
4,679...—0,218...=4,461... ~ 4,5 (s)

Pallon on yli 5m:n korkeudella 4,5 sekunnin ajan.

Vastaus: 45s
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Merkit&én pois leikattavan T
nelion sivun pituutta Tz

kirjaimella Xx. : |

{30cm ] 30 + 2x
Talloin laatikon pohjan | |
leveyson 50-2x ja | E
rullasta leikattavan ! i
pahvipalan pituus 30+ 2x. 50 cm

Laatikon mitat senttimetreina ovat siis: leveys 50 — 2x, pituus 30 ja
korkeus x.

Laatikon tilavuus on talléin (50 —2x)-30- x = —60x” +1500x .

Toisaalta laatikon tilavuuden tulla olla vahintdan
6 L =6 dm®=6000 cm®.

Muodostetaan epéyhtald ja ratkaistaan se laskimella.

—60x% +1500x > 6000
5<x<20

Pois leikattavan nelion sivun pituuden x pité4 siis olla valilla
5cm<x<20cm.

Talloin rullasta leikattavan pahvipalan pituus on
vahintddn 30+2x=30+2-5cm=40cm ja
enintdédn 30+2x=30+2-20cm=70cm.

Vastaus: Pois leikattavan nelion sivun pituus on véhintddn 5cm ja
enintd&n 20 cm. Pahvia tarvitaan vahintddn 40 cm ja
enintaan 70 cm.
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a) Merkitdan alueen pituutta kirjaimella y.

il
/
i
i
%
|
;?
|
|
g

Koyttd on yhteensa 18 m. Ratkaistaan muuttuja .
X+y=18
y=18-x
Alueen pituus on 18 —x.

Muodostetaan alueen pinta-alan lauseke.

X-y=x(18—-x) =18x — x*



b) Merkita&n alueen pituutta kirjaimella y.

Koyttd on yhteensa 126 m. Ratkaistaan muuttuja .
2X+2y =126
2y=126-2x  |:2
y=63-X
Alueen pituus on 63 - Xx.

Muodostetaan alueen pinta-alan lauseke.

X-y =X(63—X)=63x—Xx°

Vastaus: a) pituus 18 —x, pinta-ala x(18 — x) =18x — x*
b) pituus 63 —x, pinta-ala Xx(63—X) = 63x — x*

Y
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a) Merkitdan suorakulmion leveytta kirjaimella x ja pituutta
Kirjaimella vy.

Suorakulmion piiri on 164 m. Ratkaistaan muuttuja .
2Xx+2y =164
2y=164-2x  |:2
y=82—-X
Muodostetaan suorakulmion pinta-alan lauseke.

X~y =X(82—X) =82x — X

b) Pinta-alaon 1600 m? Ratkaistaan muuttuja Xx.
82x — x> =1600
~x*+82x-1600=0

x=32 tai x=50



c) Jos kentén leveys x on 32 (m), niin pituus on
y =82-x=82-32=50 (m).

Jos kentdn leveys x on 50 (m), niin pituus on
y=82-x=82-50=32 (m).

Molemmissa tapauksissa sivujen pituudet ovat 32 m ja 50 m.

Vastaus: @) x(82—x)=82x—x’

b) yhtilo 82x — x* =1600, x =32 tai x =50
c) 32m ja 50 m
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a) Leveyssuunnassa omenapuita on x kappaletta, joten
pituussuunnassa niitd on x + 7 kappaletta.

Omenapuita on kaikkiaan X(x+7)=x>+7x kappaletta.

b) Omenapuita on yhteensa 144. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan
muuttuja X.

X* +7x =144
X —7x—144=0
X=-16 tai x=9
Negatiivinen juuri ei voi olla omenapuiden maara

leveyssuunnassa, joten x = 9.

Vastaus: &) X(X+7)=x*+7x
b) yhtalo x> +7x =144, x=9
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Piirretdan kuva. Merkitéan jalkakaytavan leveytta kirjaimella x.

34 34 + 2

50 + 2z

Ulkoreuna on suorakulmio, jonka pituus on 50 + 2x (m) ja leveys
34 + 2x (m). Kokonaispinta-ala on 2145 m?. Muodostetaan yhtalé ja
ratkaistaan jalkakaytdvan leveys x.

(50 + 2x)(34 + 2x) = 2145
4x* +168x +1700 = 2145
4%* +168x —445=0
Xx=-44,5 tai x=2,5
Negatiivinen juuri ei voi olla jalkakaytavan leveys. Jalkakaytavan

leveys on siis 2,5 m.

Vastaus: 25m
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Piirretddn kuva. Merkitaan kaytavan leveytta kirjaimella x.

150m

6,0m 6+

15+

Ulkoreuna on suorakulmio, jonka pituus on 15 + x (m) ja leveys
6 + x (m). Kaytavén pinta-ala saadaan, kun tdman suorakulmion
pinta-alasta vdhennetdan uima-altaan pinta-ala.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan kaytavén leveys x.

(15+x)(6+x)—15-6=41

x? +21x =41
X +21x-41=0
Xx=-22,798... tai x=1,798...

Negatiivinen juuri ei voi olla kdytavén leveys. Kdytavén leveys on
siis 1,8 m.

Vastaus: 1,8 m
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Piirretddn kuva. Merkitaan aitauksen seindn suuntaisen sivun pituutta
Kirjaimella x ja seinad vastaan kohtisuoran sivun kirjaimella y.

Y Y Y

T

Aitaa on kaytettavissa 15 m. Ratkaistaan muuttuja vy.
3y+x=15
3y=15-x  |:3

1
=5-—X
y 3

Aitauksen pinta-ala on vahintaan 12 m®. Muodostetaan epayhtald ja
ratkaistaan muuttuja x.

Xy >12

1
x(5—-=x)>12
( 3)
5x—1x2212
3
1.,
_§X +5x-12>0

3<x<12

Vastaus: Seinén suuntaisen sivun pituuden tulee olla vahintaan
3 m jaenintdan 12 m.
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a) Aritmeettisen jonon -2, 1, 4,... ensimmainen jasen a; =-2 ja
differenssi d=1-(-2) = 3.

Muodostetaan yleinen jasen eli n:s jasen.
a,=a +(n-1)d
=—2+(n-1)-3
=-2+3n-3
=3n-5

b) Muodostetaan lauseke aritmeettisen jonon n ensimmaisen termin
summalla.

s, =n- &t
" 2
-2+3n-5
n —m  —
2
3n-7

=n-




Summa tulee olla yli 1000. Muodostetaan epayhtélo ja ratkaistaan
jasenien lukumaara n.

En2 —Zn >1000
2 2

En2 —Zn —1000>0
2 2
n<-24,679... tai n>27,012...

Pienin positiviinen kokonaisluku, joka toteuttaa ehdon on n = 28.

Vastaus: a)a,=3n-5 b) vahintaan 28 jasenta
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[ 3.121
9]
a,=3=1+2
e @
e
e @ a,=6=1+2+3
® © @
[ ]
e e a,=10=1+2+3+4
e o o
e 0o @ @

Havaitaan, ettd n:s kolmioluku on luonnollisten lukujen 1, 2, 3,..., n
summa. Kyseessa on aritmeettinen summa, jossa ensimmaéinen jasen
on 1 jadifferenssi 1.

Muodostetaan summan lauseke.

S, = pntn_ n(£+ln) Lol
2 2 2 2 2

n:s kolmioluku on siis a, = %nz +%n :



Muodostetaan epéayhtald ja ratkaistaan kuinka mones kolmioluku on
yli 10 000.

a_ >10000
ln2 +1n >10 000
2 2

1n2 +ln—10 000>0
2 2

n<-141,922... tai n>140,922...

Pienin positiivinen kokonaisluku, joka toteuttaa ehdon on n = 141.
Siten 141. kolmioluku on ensimmadinen, joka on yli 10 000

Vastaus: 141. jasen
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Merkitaan suorakulmion leveytté kirjaimella x ja pituutta
kirjaimella vy.

Suorakulmion piiri on 200 m. Ratkaistaan muuttuja .

2x+2y =200

2y=200-2x  |:2
y =100 - x

Muodostetaan suorakulmion pinta-alan lauseke.

Xy = X(100 - x) =100x — x*
Pinta-ala on 2356 m?. Ratkaistaan muuttuja x.

100x — x* = 2356
—x*+100x —2356 =0
x=38 tai x=62

Jos alueen leveys x on 38 (m), niin pituus on
y =100 - x =100-38 =62 (m).

Jos alueen leveys x on 62 (m), niin pituus on
y =100—x =100 -62 = 38 (m).

Molemmissa tapauksissa sivujen pituudet ovat 38 m ja 62 m.

Vastaus: 38m ja 62m
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Merkit&é&n soittokunnan syvyytta aluksi kirjaimella x. Tallgin sen
leveys on x — 8 soittajaa.

Soittajien maard on x(x —8) = x> —8x.

Kéaannoksen jalkeen syvyys on 4 soittajaa ja leveys
X—8+15=x+7 soittajaa.

Soittajien maarda on 4(x+7)=4x+28.

Soittajien maaré séilyy samana. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan
muuttuja Xx.

x> —8x=4x+28
X -12x-28=0
Xx=-2 tai x=14
Negatiivinen juuri ei kay ratkaisuksi, joten x = 14.
Lasketaan soittajien lukumaara.

Soittajien maarén voi laskea
4x+28=4-14+28=84 my®6s lausekkeesta x? — 8x.

Vastaus: 84 soittajaa
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Piirretddn kuva. Merkitaan sivuille ommeltavan kaistaleen leveytta
Kirjaimella x.

60 60 + 2x
80 2

80 + 4

Ulkoreuna on suorakulmio, jonka pituus on 80 + 4x (m) ja leveys
60 + 2x (m). Peiton uusi pinta-ala on kaksinkertainen alkuperaiseen
pinta-alaan ndhden. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan muuttuja x.

(80 + 4x)(60 + 2x) = 2-80- 60
8x* +400x + 4800 = 9600
8x” +400x — 4800 =0
X=-60 tai x=10

Negatiivinen juuri ei voi olla kaistaleen leveys, joten leveys
on 10 cm.

Peiton uusi leveys on 60+2x =60+2-10=280 (cm) ja pituus
80+4x=80+4-10=120 (cm).

Vastaus: Pituus 120 cm ja leveys 80 cm.
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Piirretdan kuva. Merkitaan kéavelytien leveytta kirjaimella x.

Pl 200

340

Kuvan pystysuuntaisen tien pinta-ala on 200x, jolloin
pystysuuntaisten teiden pinta-ala on yhteensa 2-200x = 400x.

Kuvan vaakasuuntaisesta tiesté pitaa laskea se pinta-ala, joka ei ole

yhteistd pystysuuntaisten teiden kanssa. Taman alueen leveys on x
ja kokonaispituus 340 — 2x. Pinta-ala on siis

X(340 — 2x) = 340x — 2x°.

Teiden yhteenlaskettu pinta-ala on 1620 m?. Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan kavelytien leveys Xx.

400x + 340x — 2x* =1620
—2x* +740x-1620=0
x=2,202... tai x=2367,797...
Kavelytien leveys ei voi olla yli 170 m, koska muutoin kaksi tieta ei

mahtuisi rinnakkain puistoon. Siis x =2,202... ~ 2,2 eli kdvelytien
leveys on 2,2 m.

Vastaus: 2,2m
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Piirretddn kuva. Merkitaan kehyksen
leveytté kirjaimella x.

Ulkoreuna on suorakulmio, jonka mitat 80 80+ 2c
ovat 60 + 2x (cm) ja 80 + 2x (cm).
Kehyksen pinta-ala saadaan, kun tdman
suorakulmion pinta-alasta vahennet&én 60 .z |
peilin pinta-ala. |
60 + 2x

Peilin pinta-ala on 0,250 m? = 2500 cm?. Muodostetaan yhtald ja
ratkaistaan kehyksen leveys x.

(60 +2X)(80 + 2x) — 6080 = 2500
4x2 + 280X = 2500

4x? +280x —2500=0

x=-78,011... tai x=38,011...

Negatiivinen juuri ei voi olla kehyksen leveys, joten kehyksen leveys
on 8cm.

Vastaus: 8cm
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Piirretddn kuva. Merkitaan kehyksen
leveytté kirjaimella x.

Peilin halkaisija on 64 cm, joten sen sade

2 T
64 cm =32 cm. Ulkoreuna on

on

ympyra, jonka séde on 32 + x. Kehyksen
pinta-ala saadaan, kun tdméan ympyrén
pinta-alasta véhennet&an peilin pinta-ala.

Peilin pinta-ala on 0,250 m? = 2500 cm®. Muodostetaan yhtald ja
ratkaistaan kehyksen leveys x.

7-(32+ )2 — 7 -322 = 2500
X%+ 647X = 2500

X2 + 647X —2500=0

X =-74,658... tai x=10,658...

Negatiivinen juuri ei voi olla kehyksen leveys, joten kehyksen leveys
on 11cm.

Vastaus: 11 cm



240

Seuraavassa rivissa on aina kolme tuolia enemman kuin edellisessa,
joten tuolien lukumaarét riveissd muodostavat aritmeettisen jonon,
jonka differenssi d = 3 ja ensimmainen jasen a, = 23.

Muodostetaan jonon yleinen eli n:s jasen.

a,=a,+(n-1)d =23+(n-1)-3=3n+20

Muodostetaan jonon n ensimmadisen jasenen summan lauseke.

S, —n&t%
2
n23+3n+20_ 3 3 43

n(=n +E) ==n’+—n
2 2 2 2 2

Tuolien kokonaismaara on 728. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan
tuolirivien lukumaara n.

3 , 43

—N“"+—n=728
2 2

En2 +4—3n—728=0

2 2

n=-30,333... tai n=16

Negatiivinen juuri ei voi olla penkkirivien lukumaar, joten
tuolirivejd on 16.



Lasketaan tuolien maara viimeisessa eli 16. rivissa.

a,, =316+ 20 = 68

Vastaus: Rivejd on 16 ja viimeisessé rivissa on 68 tuolia.
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[ ]
[ ] L
@
] @
o' e a,=6=1+6+12
[ ] ° L
L]
....
o e %
...O...
e®e%e’ a,=10=1+6+12+18
L ® (] L]
o.°:°.o
.... L]

Havaitaan, ettd n:s kuusikulmio luku voidaan kirjoittaa summana,
jonka ensimméinen jdsen on 1 ja toisesta jasenestd alkaen summa

on aritmeettinen summa. Aritmeettisen summan 0+ 6 + 12 + 18 + ...

ensimmainen jasen on a, =0 ja differenssi d = 6. TallGin
aritmeettisen summan n:s jasenon 0+(n-1)-6=6n-6.

Muodostetaan aritmeettisen summan lauseke.

S :n0+6n—6

] 5 =n(3n-3)=3n*-3n



n:s kuusikulmioluku on siis
a,=1+§,
=1+3n°-3n
=3n°-3n+1.
Muodostetaan epayhtal? ja ratkaistaan kuinka mones
kuusikulmioluku on yli 10 000.

a, >10000
3n2—3n+1>10000

3n*—-3n-99999 >0

n<-57,234... tai n>58,234...

Pienin positiivinen kokonaisluku, joka toteuttaa ehdon on n = 59.
Siten 59. kuusikulmioluku on ensimmainen, joka on yli 10 000

Vastaus: 59. jasen
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a) Merkitaan janan lyhyempéaa osuutta kirjaimella x, jolloin janan
pitempi osuus on 1 —X.

1

X 1—=x

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan muuttuja x.

X _1=x
1-x 1
(1-x)*=1-x
1-2x+x*=x | -X
x*—3x+1=0
x=0,3819... tai x=2,618...
Janan lyhyemman osan pituus ei voi olla yli 0,5 m, joten

Xx=0,3819... = 0,382.

Janan pidemmén osan pituus on 1-0,382 =0,618.

Vastaus: a) 0,382 ja 0,618
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Rakennuksen korkeus on 166 m. Merkit&dén rakennuksen leveytta
Kirjaimella x.

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan muuttuja x.

166 X

X 166— X
X2 =166 - (166 — X)

x? = 27 556 —166x
x* +166x —27 556 =0

X =-268,593... tai x=102,593...

Negatiivinen juuri ei voi olla rakennuksen leveys, joten leveys
on 103 m.

Vastaus: 103 m

=~
[Rv]
=1
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Kolmion kannan pituus on 7,27 m. Merkit&éan kyljen pituutta
Kirjaimella x.

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan muuttuja x.

7,27 X
X 7,27+ X

X =7,27-(7,27xx)
x* =52,8529 +7,27x

X*—7,27x-52,8529 =0

Xx=-4,493... tai x=11,769...

Negatiivinen juuri ei voi olla kyljen pituus, joten pituus
on 11,8 m.

Vastaus: 11,8 m
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Olkoon kaksinumeroinen luku xy.
Numeroiden summa on 10. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan .

X+y=10
y=10-X

Luvussa xy numero X on kymmenien paikalla ja numero y
ykkosten paikalla. Luku voidaan siis Kirjoittaa muodossa

Xy=x-10+y-1
=10x+Yy Sijoitetaan y =10 — x
=10x+10-x=9x+10.

Kun numerot pannaan vastakkaiseen jarjestykseen saadaan luku yx,
joka voidaan kirjoittaa muodossa

yx=y-10+x-1
=10y + X Sijoitetaan y =10 — x
=10(10—x) + x
=100-10x+ x =100 -9x.



Alkuperéisen ja uuden luvun tulo on 2944. Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan muuttuja x.

(9x +10)(100 — 9x) = 2944
—81x* +810x +1000 = 2944
—81x* +810x —1944 =0
X=4 tai x=6

Kun x=4,niin y=10-x=10-4=6 jalukuon 46.

Kun x=6,niin y=10-x=10-6=4 jalukuon 64.

Vastaus: 46 tai 64
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a) 214x*-102x+12=0 a=214, b=-102, c=12
D =b*-4ac =(-102)* —4-214-12 =132

Koska diskriminantti on positiivinen, niin yhtalolla on kaksi
juurta.

b) 0,9x* +14,4 =7,2x

0,9x*—7,2x+14,4=0 a=009, b=-7,2, c=14,4
D=b*-4ac=(-7,2)"-4-0,9-14,4=0

Koska diskriminantti on nolla, niin yhtal6lla on yksi juurta.

Vastaus: a) D =132, kaksi juurta  b) D =0, yksi juuri
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a) 13,4x* = 4-2,57x
13,4x* +2,57x—-4=0 a=134, b=257, c=-4

D =b’-4ac=2,57"-4-13,4-(-4) = 221,0049

Koska diskriminantti on positiivinen, niin yhtélolla on kaksi
juurta.

b) 8x(1-3x)=0
8Xx—24x*=0
—24x*+8x =0 a=-24, b=8, ¢c=0
D =b? —4ac =8 —4-(-24)-0 =64

Koska diskriminantti on posiitivinen, niin yhtalolla on kaksi
juurta.

Vastaus: a) D = 221,0049, kaksi juurta
b) D = 64, kaksi juurta
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a) x>—6x+12=x° | - x?
—6x+12=0 Ensimmaisen asteen yhtalo.
—6x=-12  |:(-6)
X=2

Kyseesséd on ensimmaisen asteen yhtald, jolla on yksi juuri.

b) 3x*+x-8l=x |-x

3x*-81=0 a=3 b=0, c=-81
Lasketaan yhtalon diskriminantti.
D =b*-4ac=0"-4-3-(-81) =972

Koska diskriminantti on posiitivinen, niin yhtélolla on kaksi
juurta.

Vastaus: a) yksi juuri b) kaksi juurta
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4x* -8x+Qq=0 a=4, b=-8 c=q
Lasketaan yhtalon diskriminantti.
D =b’-4ac=(-8)"-4-4.q=64-16q

a) Toisen asteen yhtélolla on kaksi juurta, kun diskriminantti on
positiivinen. Muodostetaan ja ratkaistaan epayhtalo.

64-169 >0
-16q9 > —64 | : (—16)
g<4

Yhtélolla on kaksi juurta, kun q < 4.
b) Toisen asteen yhtalolla on yksi juuri, kun dikriminantti on nolla.
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtalo.
64-160=0
~16q=-64 | :(-16)
g=4

Yhtélolla on yksi juuri, kun q = 4.



c) Toisen asteen yhtal6lla on yksi juuri, kun diskriminantti on nolla
ja ei yhtaan juurta, kun diskriminantti on negatiivinen.
Muodostetaan ja ratkaistaan epayhtalo.

64-169<0
-16g9 < -64 | :(-16)

q=>4

Yhtélolla on korkeintaan yksi juuri, kun q> 4.

Vastaus: a)q<4 b)yg=4 c)q>4
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Funktion f(x)=—-4x*+kx—1 nollakohdat ovat yhtaln
—4x* +kx—=1=0 juuret.

Lasketaan yhtalon —4x*+kx—-1=0 diskriminantti.

D =b?-4ac a=-4, b=k, c=-1
=k*—4-(-4)-(-1)
=k?-16

Toisen asteen yhtalolla ei ole yhtaan juurta, kun diskriminantti on
negatiivinen. Pita4 siis ratkaista epayhtald k*-16<0.

Ratkaistaan funktion k?—16 nollakohdat.

k?-16=0
k? =16
k=v16=4 tai k=-+16=-4



Hahmotellaan funktion k*—16 kuvaaja ja paatellaan merkit.

Funktion k?-16 kuvaaja on +\ /
ylospéin aukeava paraabeli.

.1\_/.;

Epayhtald k®>—-16<0 toteutuu, kun —4 <k < 4.
Funktiolla f(x)=—-4x*+kx—1 ei ole yhtaan nollakohtaa, kun
-4 <k<4,

Vastaus: -4<k<4
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Lasketaan yhtalon 3x*+ px+12=0 diskriminantti.
D =b* —4ac a=3 b=p, c=12
=p°—4-3-12
=k?-144

Toisen asteen yhtalolla on tdsmalleen yksi juuri, kun diskriminantti
on nolla. Ratkaistaan vakio p.

p’-144=0
p=-12 tai p=12

Muodostetaan arvoa p =-12 vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.

3x*+ px+12=0
3x* -12x+12=0
X=2

Néin on saatu selville, ettd arvoa p =-12 vastaa yhtélo
3x? —12x+12 =0, jonka ainoa juuri on x = 2.



Muodostetaan arvoa p =12 vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.

3+ px+12=0
3x*+12x+12=0
X=-2

Néin on saatu selville, ettd arvoa p =12 vastaa yhtalo
3x* +12x+12 =0, jonka ainoa juuri on x =-2.

Vastaus: Kun p=-12, yhtilé on 3x*—-12x+12=0 jasen juuri
on x=2.

Kun p =12, yhtilo on 3x*+12x+12=0 ja sen juuri
on Xx=-2.
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Funktio f(x)=x(12-3x) eisaaarvoa 13, josyhtalolla f(x)=13
ei ole yhtdan juurta.

Sievennetaan yhtaloa.
f(x)=13
X(12-3x) =13
12x —3x* =13

-3x*+12x-13=0

Lasketaan diskriminantti.
D =b’-4ac a=-3, b=12, c=-13
=12° —4-(-3)-(-13)
=-12

Koska yhtalon diskriminantti on negatiivinen, niin yhtalolla ei ole
yhtéan juurta.

Taten on osoitettu, ettd funktio f(Xx)=x(12—-3x) eisaaarvoa 13.
0
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Paraabelin y= —%xz +bx—12 huippu on x-akselilla, kun silld on

tasmélleen yksi nollakohta eli yht&loll& —% x*+bx—-12=0 on

tasmaélleen yksi juuri.

Lasketaan yhtéalon diskriminantti.
2 l
D =b"—4ac az—g, b=b, c=-12

2 1
=7~ 4-(-3)-(-12)
=b*-16

Toisen asteen yhtalolla on tdsmalleen yksi juuri, kun diskriminantti
on nolla. Ratkaistaan vakio b.

b?-16=0
b=-4 tai b=4

Paraabelin y = —%xz +bx—12 huippu on x-akselilla, kun b=-4

tai b=4.



Piirretddn vakion b arvoja —4 ja 4 vastaavat paraabelit.

£

Vastaus:

b=-4 tai b=4
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Funktion g(x)=x*+3kx+4 kuvaaja on ylospain aukeava

paraabeli. Kuvaaja on kokonaan x-akselin ylapuolella mikéli
funktiolla ei ole yhtaan nollakohtaa.

Lasketaan yhtalon x*+3kx+4 =0 diskriminantti.
D =b?—4ac a=1 b=3k, c=4
—(3k)2—4-1-4
=9k*-16

Toisen asteen yhtalolla ei ole yhtaan juurta, kun diskriminantti on
negatiivinen. Ratkaistaan vakio k.

9k?-16<0
_i<k<i
3 3

Funktion g(x)=x*+3kx+4 kuvaaja on kokonaan x-akselin

4 4
lapuolella, kun ——<k <—.
ylap 3 3



Piirretddn vakion k eri arvoja vastaavia paraabeleja.

Vastaus: —%<k<i

3
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a) 4,02x*+8,14x+5,03=0 a=4,02, b=814, c=503
D=b?-4ac=8,14>-4-4,02-5,03 = —146,6228

Koska diskriminantti on negatiivinen, niin yhtal6lla ei ole yhtaéan
juurta.

b) 3x*+14x =11
3x* +14x-11=0 a=3 b=14, c=-11
D =b*-4ac=14>-4-3-(-11) =328
Koska diskriminantti on positiivinen, niin yht&lolla on kaksi

juurta.

Vastaus: a) D =-146,6228, ei yhtaan juurta
b) D = 328, kaksi juurta
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a) x®—12x*+9=x>-4x
x*—x*—12x* +4x+9=0
~12x* +4x+9=0 a=-12, b=4, c=9
Lasketaan yhtalon diskriminantti.
D =b? —4ac =4> —4-(~12)-9 = 448
Koska diskriminantti on positiivinen, niin yhtalolla on kaksi
juurta.
b) 2x3+ X2 +6=x>+x°
2x° =X+ X2 -x*+6=0
x*+6=0 potenssiyhtald
x}=-6
N

Kyseessa on potenssiyhtald, jolla on yksi juuri.

Vastaus: a) kaksi juurta b) yksi juuri
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Funktion f(x)= % x* —3x+c nollakohdat ovat yhtalon

%xz —3x+c=0 juuret.

Lasketaan yhtalon %xz —3x+c=0 diskriminantti.

D =b?-4ac a:%, b=-3 c=c

1
= —3 2—4._.C
(-3) 3

:9—10
2

a) Toisen asteen yhtélolla on kaksi juurta, kun diskriminantti on
positiivinen. Muodostetaan ja ratkaistaan epayhtalo.

9—£c>0

2

1

-—c>-9 (-2
5 |(-2)

c<18

Yhtélolla on kaksi juurta, kun ¢ < 18.



b) Toisen asteen yhtal6lla ei ole yhtdén juurta, kun diskriminantti on
negatiivinen. Muodostetaan ja ratkaistaan epayhtalo.

9—£c<0
2

c>18
Yhtélolla ei ole yhtaan juurta, kun ¢ > 18.

c) Toisen asteen yhtal6lla on yksi juuri, kun diskriminantti on nolla
ja kaksi juurta, kun diskriminantti on positiivinen. Muodostetaan
ja ratkaistaan epayhtalo.

9—lc20
2

1

-—c>-9 (-2
> |- (-2)
c<18

Yhtélolla on ainakin yksi juuri, kun ¢ <18.

Vastaus: a)c<18 b)c>18 d) c <18
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Funktion g(x)=x*+bx+9 nollakohdat ovat yhtalon
X +bx+9=0 juuret.

Lasketaan yhtalon x*+bx+9=0 diskriminantti.
D =b’-4ac a=1 b=b, c=9
=b*-4-1.9
=b?-36
Toisen asteen yhtal6ll& on kaksi juurta, kun diskriminantti on

positiivinen. Pitaa siis ratkaista epayhtalo b®>-36>0.

Ratkaistaan funktion b*—36 nollakohdat.
b?-36=0
b =36
b=+/36=6 tai b=—/36=-6



Hahmotellaan funktion b®—36 kuvaaja ja paatellaian merkit.

Funktion b*—36 kuvaaja on +\ /+

ylospain aukeava paraabeli. f\/{;

Epayhtdlo b®-36>0 toteutuu, kun b <-6 tai b > 6.

Funktiolla g(x)=x*+bx+9 on kaksi nollakohtaa, kun
b<-6 tai b>6.

Vastaus: b<-6 tai b>6
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f(x)=-3x*+42x-5
a) Lasketaan yhtalon f(x) =143 diskriminantin arvo.

Sievennetaan yhtaloa.
f(x)=143
—3x* +42x-5=143 | —-143
—3x?+42x-148=0
Lasketaan diskriminantti.
D =b"-4ac a=-3 b=42 c=-148
=427 —4.(-3)-(-148)
=-12

Koska yhtalon diskriminantti on negatiivinen, niin yhtalolla ei ole
yhtéan juurta.

Taten on osoitettu, ettd funktio f(x) = —-3x*+42x -5 eisaa
arvoa 143.



b) Lasketaan yhtalon f(x) =142 diskriminantin arvo.

Sievennet&an yhtaloa.
f(x) =142
~3x* +42x-5=142 | -143
—3x*+42x-147=0
Lasketaan diskriminantti.
D =b’-4ac a=-3, b=42, c=-147
=422 —4.(=3)-(-147)
=0
Koska yhtalon diskriminantti on nolla, niin yhtalolla on yksi juuri.

Taten on osoitettu, ettd funktio f(x) = —-3x*+42x -5 saaarvon
142 (yhdessa kohdassa).



c) Lasketaan yhtalon f(x) =141 diskriminantin arvo.

Sievennet&an yhtaloa.
f(x)=141
—3x*+42x-5=141 | —-143
—3x*+42x-146=0
Lasketaan diskriminantti.
D =b"-4ac a=-3, b=42, c=-146
=42 —4-(-3)-(-146)
=12

Koska yhtalon diskriminantti on positiivinen, niin yhtal6ll& on
kaksi juurta.

Taten on osoitettu, ettd funktio f(x) = —-3x*+42x—5 saaarvon
141 (kahdessa kohtaa).

Vastaus: a) ei saa b) saa C) saa
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Funktio f(x)=6x"—24x+c saaarvon 210 mikali yhtalolla
f(x) =210 on ainakin yksi juuri.

Sievennet&an yhtaloa.
f(x) =210
6x*—24x+c=210 | -210
6x° —24x+¢c—210=0
Lasketaan yhtélon diskriminantti.

D =b?-4ac a=6 b=-24, c=c-210
— (—24)? —4-6-(c - 210)
=-24c +5616

Toisen asteen yhtaloll& on ainakin yksi juuri, kun diskriminantti on
epénegatiivinen (nolla tai positiivinen). Muodostetaan ja ratkaistaan
epayhtalo.

—24¢ +5616 >0
—4c>-5616 | :(-4)
c<234

Vastaus: c<234
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Funktioiden f(x)=-x*+3x+7 ja g(x)=5x+q kuvaajillaon
yksi yhteinen piste mikali yhtalolla f(x) =g(x) on tasmélleen yksi
juuri.

Sievennetaan yhtaloa.
f(x)=9(x)
—X*+3X+7=5%x+q
—X*+3x-5x+7-q=0
~Xx*-2x+7-q=0

Lasketaan yhtélon diskriminantti.

D =b® —4ac a=-1 b=-2,¢c=7-q
=(-2)’-4-(-1)-(7-q)
=-4q+32

Toisen asteen yhtalolla on tdsmalleen yksi juuri, kun diskriminantti
on nolla. Ratkaistaan vakio q.

-4q+32=0
—-4q =-32 | :(-4)

qg=8



Yhteisen pisteen x-koordinaatti saadaan selville, kun muodostetaan
arvoa (=8 vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.

—x*=2x+7-q=0

-x*-2x+7-8=0

-x*-2x-1=0
Xx=-1

Pisteen y-koordinaatti saadaan sijoittamalla x =-1 jompaan
kumpaan funktioista.

f(-1)=—(-1)°+3-(-)+7=3 (tai g(-1)=5-(-1)+8=3)
Yhteinen piste on siis (-1, 3).

Piirretddn funktioiden kuvaajat samaan koordinaatistoon.

gla) =5r +8

(-1, 3)

Vastaus: q=28, pisteon (-1, 3)
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Yhtalo ax®+(a—-3)x+1=0 on toisen asteen yhtilo vain, jos
a = 0. Pita4 siis tutkia erikseen tapaukset a=0 ja a=0.

1) Oletetaan ensin, ettd a =0.
Lasketaan yhtalon diskriminantti.
D =b*-4ac a=a, b=a-3, ¢c=1
=(a-3)%-4-a-1
—a’-6a+9-4a
=a’-10a+9

Yhtélolla on tdésmalleen yksi juuri, kun diskriminantti saa arvon
nolla. Ratkaistaan vakio a.

a’-10a+9=0
a=1tai a=9
Muodostetaan arvoa a =1 vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.
ax’+(a-3)x+1=0
1-x*+(1-3)x+1=0
x> —=2x+1=0
x=1

N&in on saatu selville, ettd arvoa a =1 vastaa yhtalo
x> —2x+1=0, jonka ainoa juuri on x = 1.



Muodostetaan arvoa a =9 vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.
ax’+(a-3)x+1=0
9-x*+(9-3)x+1=0
9x* +6x+1=0

1
X=-=

Néin on saatu selville, ettd arvoa a =9 vastaa yhtalo

9x*+6x+1=0, jonka ainoa juuri on X = —1.

2) Oletetaan seuraavaksi, ettd a = 0.
Muodostetaan arvoa a = 0 vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.
ax’+(@-3)x+1=0
0-x*+(0-3)x+1=0
-3x+1=0

1
X==

Siisarvoa a=0 vastaa yhtdlo —3x-+1=0, jonka ainoa juuri on



Vastaus: Arvoa a =0 vastaa yhtaldo —3x+1=0, jonka juuri on
X==.
3
Arvoa a=1 vastaa yhtalé x*-2x+1=0, jonka juuri
on x=1.
Arvoa a=9 vastaa yhtdlo 9x*+6x+1=0, jonka

- 1
juurion x=-—.
3
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Funktiolla f(x)=ax*—6x+a—8 on kaksi nollakohtaa, kun
yhtalolla ax* —6x+a—-8=0 kaksi juurta.

Yhtalo ax®* —6x+a—8=0 on toisen asteen yhtald vain, jos a =0.
Siksi on tutkittava erikseen tapaukset a=0 ja a#0.

1) Oletetaan ensin, ettd a =0.
Muodostetaan arvoa a =0 vastaava yhtal0 ja ratkaistaan se.

ax’ —-6x+a-8=0

—6x-8=0

Siisarvoa a =0 vastaa ensimmaisen asteen yhtdld -6x—-8=0,
jolla on vain yksi juuri. Siten, kun a = 0, niin funktiolla
f (x) =ax*—6x+a—8 on vain yksi nollakohta.

2) Oletetaan seuraavaksi, ettd a # 0.
Lasketaan yhtalon ax>—6x+a—8=0 diskriminantti.
D =b*-4ac a=a, b=-6, c=a-8
=(-6)*-4-a-(a—8)
=36-4a’+32a

=-4a’*+32a+36



Yhtalolla on kaksi juurta, kun diskriminantti on positiivinen.
Muodostetaan epéyhtald ja ratkaistaan vakio a.

—4a%*+32a+36>0

-l1<a<?9

N&in on saatu selville, ettd yhtalolla on kaksi juurta, kun
a#0ja-1<a<9elikun -1<a<0 tai 0<a<0.

Vastaus: -1<a<0 tai 0<a<?9



264

Funktio f(x)= on méaritelty koko reaalilukujen
a

X’ —ax+3
joukossa, kun nimitt&jélla ei ole nollakohtia. Siis yhtalolla
ax’ —ax+3=0 eisaaollayhtaan juurta.

Yhtalo ax® —ax+3=0 on toisen asteen yhtal vain, jos a=0.
Siksi on tutkittava erikseen tapaukset a=0 ja a#0.

1) Oletetaan ensin, ettd a =0.
Muodostetaan arvoa a =0 vastaava yhtal0 ja ratkaistaan se.
ax’—ax+3=0
3=0

epatosi

Nimittajalla ei siis ole nollakohtia, kun a = 0. Funktio on talléin
madritelty koko reaalilukujen joukossa.

2) Oletetaan seuraavaksi, ettd a # 0.
Lasketaan yhtalon ax* —ax +3 =0 diskriminantti.
D =b"-4ac a=a, b=-a, c=3
=(-a)’-4-a-3

—a’-12a



Yhtélolla ei ole yhtdan juurta, kun diskriminantti on negatiivinen.
Muodostetaan epéyhtald ja ratkaistaan vakio a.

a’-12a<0
0O<ax<l1?
N&in on saatu selville, ettd yhtalolla ei ole yht&an juurta, kun
O<ax<12.
Kohdista 1 ja 2 saamme ratkaisuksi, ettd funktio f on mééritelty

koko reaalilukujen joukossa, kun 0 <a<12.

Vastaus: 0<ax<l12
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a) Kun D> 0, niin yhtalén ax®+bx+c =0 ratkaisut saadaan
ratkaisukaavasta.

_—b+b?’-4ac -b+/D -b D

= —i—
2a 2a 2a 2a

b VD . b D

= " =

2a 2a 2a E

X

b) Symmetrian perusteella paraabelin huipun x-koordinaatti on
paraabelin nollakohtien keskiarvo.



c) Paraabeli y=4x"+124x+961.

Lasketaan diskriminantti.
D=124*-4.-4-961=0

Koska D =0, niin huipun x-koordinaatti on
o D14 o
2a 2-4

Talléin huipun y-koordinaatti on
y = 4x? +124x+961=4-(-15,5)* +124-(-15,5) +961=0.

Huippu on (-15,5; 0)

Paraabeli y =x*—23x+123.

Lasketaan diskriminantti.
D=(-23)"-4-1-123=37

Koska D =37 >0, niin huipun x-koordinaatti on
__b By,
2a 2-1

Talléin huipun y-koordinaatti on
y=x"—-23x+123=11,5"-23-11,5+123=-9,25.

Huippu on (11,5; -9,25)

Vastaus: b) x:—% ¢) (-15,5; 0) ja (11,5;-9,25)
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