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On osoitettava, ettd jana DE sivun AB kanssa yhdensuuntainen ja
sen pituus on r sivun AB pituudesta. Pitdd siis osoittaa, ettd

DE-*1B.
5

Muodostetaan vektori DE .
DE =DC +CE
_4uc+ics
5 5
4 -
= g(AC + CB)

_47B
5

On siis osoitettu, ettd DE = %E . O
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B

On osoitettava, ettd jana AR janan PQ kanssa yhdensuuntainen ja
sen pituus on kaksinkertainen janan PQ pituuteen verrattuna. Pitdd
siis osoittaa, ettd AR =2PQ.

Muodostetaan vektori AR .

AR = AB+ BR piste O on pisteiden B ja R puolivilissd
=2PB+2B0
=2(PB + BO)

=2P0

On siis osoitettu, ettd AR = 2@. i
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B

Nelikulmio on suunnikas, jos sen vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaiset. On siis osoitettava, ettd AD || FE ja AF || DE.

Tarkastellaan nelikulmion sivuvektoreita AD ja FE .

AD =—AB
2
FE=FC+CE
_Ldciles
2 2
l-— 1 — —
=—AC +—(CA+ AB)
2 2

L YaeLup-1uz
2 2 2 2

Koska AD = FE , niin nelikulmion sivut 4D ja FE ovat
yhdensuuntaiset.



Tarkastellaan vastaavasti nelikulmion sivuvektoreita AF ja DE .

JE— 1] —

AF =—AC
2
DE - DB+ BE
_ LB+ 15c
2 2
l— 1= —
=—AB+—(BA+ AC)
2 2

s g ae-1ae
2 2 2 2

Koska AF = DE, niin my0s nelikulmion sivut AF ja DE ovat
yhdensuuntaiset.

Koska nelikulmion ADEF vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset,
nelikulmio ADEF on suunnikas. o
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A B

Oheisessa nelikulmiossa sivut 4B ja DC ovat yhdensuuntaiset ja
yhta pitkét, joten AB = DC'.

Nelikulmio on suunnikas, jos sen vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaiset. On siis osoitettava, ettd 4D || BC'.

Tarkastellaan nelikulmion sivuvektoria BC.

BC = BA+ AD + DC

=—AB+ 4D+ DC AB=DC
=-DC+ 4D+ DC
= 4D

Koska AD = BC, niin my0s nelikulmion sivut 4D ja BC ovat
yhdensuuntaiset.

Koska nelikulmion 4ABCD vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset,
nelikulmio ABCD on suunnikas. O
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A B

Tutkitaan suunnikasta 4BCD. Merkitéén lavistdjien leikkauspistetta
kirjaimella E.

Merkitiin AE =sAC ja BE =tBD , missi s ja t ovat
reaalilukuja. Kertoimien s ja ¢ selvittdmiseksi tarvitaan
vektoriyhtilo, joten esitetdén vektori AE kahdella eri tavalla.
Valitaan kantavektoreiksi AB ja AD .

AE =sAC
= s(AB + BC)
= s(AB + AD)

=sAB+sAD

=E+t(ﬂ+ﬁ)
= AB+t(~AB + AD)
= AB—tAB+tAD

=(1-1)AB+tAD



Muodostetaan yhtalo.

AE = AE
sAB+sAD =(1-t)AB+tAD

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtilopari.

s=1-1¢
s=t

Yhtiloparin ratkaisuksi saadaan (esim. laskimella) s :% ja t= % .
Siten AE =sAC=>AC ja BE=tBD=2BD.

Siis lavistdjien leikkauspiste £ jakaa molemmat ldvistéjét kahteen
yhtd suureen osaan, joten lavistdjat puolittavat toisensa. O
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A B

Tutkitaan puolisuunnikasta ABCD, jossa AB =4DC . Merkitiin
lavistédjien leikkauspistettd kirjaimella E.

Merkitiin AE =sAC ja BE={BD, missi s ja t ovat
reaalilukuja. Kertoimien s ja ¢ selvittimiseksi tarvitaan
vektoriyhtild, joten esitetddn vektori AE kahdella eri tavalla.
Valitaan kantavektoreiksi AB ja AD .

1 - sAC AE =AB+ B
:S(E+D_C) = AB+tBD
S :E+t(ﬁ+ﬁ)
= s(AD +—AB) o
4 = AB +1(—AB + AD)
— 1] — -—
=SAD+ZSAB = AB—tAB+tAD

| — =(1—t)AB+1AD
:ZSAB-I-SAD



Muodostetaan yhtalo.
1E-AF
%SEHE:(H@HE

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

lszl—t
4

s=1

Yhtéloparin ratkaisuksi saadaan (esim. laskimella) s =% ja t =%

Siten E:m—c%A—c ia ﬁ:@:%@.

Siis lavistdjien leikkauspiste £ jakaa lavistdjin AC suhteessa 4 : 1
ja lavistdjain BD samoin suhteessa 4 : 1.

Vastaus  Piste E jakaa molemmat lavistdjait AC ja BD
suhteessa 4 : 1.
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a) Pisteiden 4, B ja P
paikkavektorit ovat 04, OB ja P
OP.

Muodostetaan vektori OP .

OP = OA+ AP

Il
N

04d+14B 0
2

(A0 + OB)

=%(@+@)

Siten pisteen P paikkavektori on puolet paitepisteiden
paikkavektorien summasta. o



b) Kaéytetddn hyviksi a-kohdan tulosta.

Pisteiden C ja D paikkavektorit ovat OC =37 +2 —4k ja
OD=-i +8j +10k .

Paikkavektorien summa on
OC+O0D =37 +2] —4k —1 +87 +10k
=27 +10] + 6k,
joten janan CD keskipisteen paikkavektori on
1 - - - - -
5(21 +10j +6k)=1i +5j +3k

ja keskipiste on (1,5,3).

Vastaus b) (1,5,3)
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Piste M on kolmion 4BC mediaanien leikkauspiste. Tiedetddn (ks.
esimerkki 4), ettd pisteen M paikkavektori on

O_M=%(a+ﬁ+%),missé 04, OB ja oC ovat pisteiden
A, B ja C paikkavektorit.

Tarkastellaan lauseketta MA+ MB + MC .

MA+ MB + MC = MO +OA+ MO + OB + MO + OC
= 3MO +O0A+ OB +0C
— _30M +0A+0B+0C

=_3§@+@+®+a+@+m
= —(0A+O0B+0C)+04+0B+0C
—_04-0OB—-0C+0A4+0B+0C
=0

Saatiin siis MA+ MB+MC=0. o

(Y114 laskun ensimmadisessd vaiheessa kukin
yhteenlaskettava on kirjoitettu kahden vektorin M

summana, esim. MA = MO + O4 )
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A B
On osoitettava, ettd jana EF on kantasivujen 4B ja DC suuntainen

ja sen pituus on puolet kantasivujen pituuksien summasta. Koska
Vektorit AB ja DC ovat samansuuntaiset, pitdi osoittaa, etti

EF = —(AB +DC).
Muodostetaan vektori EF kahdella eri tavalla.
EF =ED+DC +CF
l— — 1—
=—AD+DC+—CB
2 2

EF = EA+ AB + BF

a8+ LBC
2 2



Lasketaan saadut lausekkeet yhteen.

EF+E ZEAD+D—C+%§+(%E+E+%R)

YEF -\ aD+DC+ CB+ DA+ 2B+ L BC
2 2 2 2
lo—= 1= — 1= l== —

=—AD+—DA+DC+—CB+—BC+ AB

2 2 2 2

=_E—%E+D_C—%B_C+%B_C+E

Saadaan siis EF = %(E + D_C) . O



293

A B

On osoitettava, ettd ldvistdjien keskipisteet yhdistdvad jana EF on
kantasivujen AB ja DC suuntainen. Koska kantasivut 4B ja DC
ovat yhdensuuntaiset, riittdd osoittaa esimerkiksi, ettd EF || AB .

Vektorien avulla ilmaistuna on siis oltava olemassa jokin nollasta
eroava reaaliluku 7 siten, ettd EF =rAB.

Koska kantasivut AB ja DC ovat yhdensuuntaiset, mutta niiden

pituuksien suhdetta ei tiedetd, merkitdan DC =tAB , missi ¢ on
nollasta eroava reaaliluku.

Muodostetaan vektori EF kahdella eri tavalla.

_1__

EF =FEA+ AB + BF = ECA+AB+;BD

EF = EC +CD + DF

] — — J—

=—AC-DC+—
2 2

e+ 1pB
2 2



Lasketaan saadut lausekkeet yhteen.

ﬁ+ﬁ=%@+ﬁ+%ﬁ+%f€—tﬁ+%ﬁ)

2EF-\Ci+ 4B+ BD+ 7C - 4B+ DB
2 2 2 2

1 — N

e\ ac a8+ 80+ DB
2 2 2 2

- Yge L acia-na+Llap-Lap
2 2 2 2

=0+(1-1)A4AB+0

=(1-1)A4B

Saadaan siis EF = %E eli vaadittua muotoa EF =rAB oleva

lauseke. Siten jana EF on kantasivun 4B (ja myds DC)
suuntainen. O

HUOM. Ylli yhtélossa EF =rAB luvun r pitéé olla nollasta

eroava, joten yhtilossa ﬁ=%ﬁ luku ¢ eisaaolla 1. Tama

onkin tilanne, silld jos #=1, niin DC =tAB = AB ja
puolisuunnikas on itse asiassa suunnikas. Talloin ldvistdjien
keskipisteet £ ja F yhtyvitjajana EF typistyy pisteeksi.
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Oheisen nelikulmion ABCD sivujen keskipisteet on yhdistetty
perdkkdin siten, ettd on muodostunut nelikulmio EFGH. On
osoitettava, ettd nelikulmio EFGH on suunnikas.

Nelikulmio on suunnikas, jos sen vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaiset. On siis osoitettava, ettd EF || HG ja EH || FG.

Tarkastellaan nelikulmion EFGH sivuvektoreita EF ja HG .

EF = EA+ AF HG = HC+CG
Ly Ry _15c. 1
2 2 2 2
l — —. 11— ] — — 1 —
=—(DA+ AB)=—DB =—(DC+CB)=—=DB
2 2 2 2

Koska EF = HG , niin nelikulmion sivut EF ja HG ovat
yhdensuuntaiset.



Tarkastellaan vastaavasti nelikulmion EFGH sivuvektoreita EH
ja FG.

EH-ED+DH FG=FB+BG
_ b+ 1pe _1e1Be
2 2 2 2
1l — — 1— 1 — — 11—
=—(AD+DC)==AC =—(AB+BC)=—=AC
2 2 2 2

Koska EH = FG , niin myos nelikulmion sivut EH ja FG ovat
yhdensuuntaiset.

Koska nelikulmion EFGH vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset,
nelikulmio EFGH on suunnikas. O

HUOM. Tehtdvin 287 tuloksen nojalla riittédisi osoittaa, ettd
EF =HG tai EH =FG.
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z
H K a
E F
J
L D y
C
A I B

Sijoitetaan sdrmi6 koordinaatistoon siten, ettd kdrki D on origossa
jakérjet A, C ja H positiivisilla koordinaattiakseleilla.

Merkitddn kuution sdrmén pituutta kirjaimella a seké kuution muita
pisteitd kuvan mukaisesti. Pisteet /, J, K ja L ovat sdrmien
keskipisteita.



a) On osoitettava, ettd nelikulmion IJKL vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaiset.

Muodostetaan vektorit ﬁ, R, IL ja LK .

IJ=IB+BC+CJ JK =JG +GK
l— — 1= l — 17
=—AB+BC+—-CG =—CG+—-GH
2 2 2 2
1 - - 1 - 1 - 1=
261] ai 2a 2a 2a]
=—a7+la7+la/; :_la7+la/?
2 2 2 2

LK = LE + EH + HK

IL=14+ AL
l— 1-—= :lAE+EH+lHG
=—BA+—AE 2 2
2 2
1 7 - 1 -
1 - 1 — =—ak —ai +—aj
=——aj +—ak 2 2
2 2

- 1 - 1 =
=—ai +—aj +—ak
2 2

Koska IJ = LK ja JK = IL , niin nelikulmion [JKL
vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset. o



b) Nelikulmio ZJKL on suorakulmio, jos vierekkaiset sivut ovat
toisiaan vastaan kohtisuorassa eli jos vastaavien sivuvektorien
pistetulot ovat nollia. Lasketaan vierekkiisten sivuvektorien
pistetulot.

— — - 1 -1 - 1 - 1 —
lJ-JK =(—ai +—aj +—ak)-(——aj +—ak
(—ai 2a] 2a)( 2a] 2a)
-1 -1 = - 1= 1 —
=(-ai +—aj +—ak)-(0i ——aj +—ak
(—ai 2aj 2a)(l 2aj 2a)
1 1 1

1
=—a-0+—a-(——a)+—a-(=a
2 ( 2 ) 2 (2 )

=0—laz+la2 =0
4 4

— — - 1= 1 = 1 - 1 —
IJ-IL=(—ai +—aj +—ak)-(——aj +—ak
(—ai 59U+ ) ( 59U+ )

=1J-J
-0

— — 1 - 1 — - 1= 1 =
IL- LK =(——aj +—ak)-(—ai +—aj +—ak
(21 5 ) ( 59U+ )
- 1= 1 = - 1= 1 =
=(0i ——aj +—ak) - (—ai +—aj +—ak
( SY 5 ) (—ai SY *3 )
1 1 1 1
=0-(- ——q-(— +—a-(—
(—a) 5 (20) 5 (20)

:0—laz+la2 =0
4 4



— — 1 - 1 — - 1 - 1 =

JK LK =(——aj +—ak)-(—ai +—aj +—ak
(21 5 ) ( SY*3 )
=IL-LK
=0

Koska vierekkéisten sivuvektorien pistetulot ovat nollia,
nelikulmio /JKL on suorakulmio. o
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A B

a) Nelikulmio on neljékas, jos kaikki sen sivut ovat yhta pitkét. On
osoitettava, ettd neljakkadn lavistdjét ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa.

Tarkastellaan neljakdsta 4ABCD. Esitetddn lavistdjdvektorit AC
ja BD vektorien AB ja AD avulla.

4 BD = BA+ AD

N
5l &

=-AB+ 4D

NN
mll

+

Lasketaan lavistdjavektorien pistetulo.

AC-BD =(AB+ AD)-(~AB + AD)

= AB-(—AB)+ AB- AD+ AD - (—AB)+ AD - A

—AB-AB+

“AD—-AD-AB+ AD - AD

5 1
=

=— AB2 +E~E—E-E+|E|z

__ ABZ+|AD|2



Viimeinen vaihe seuraa siitd, ettd neljakkaan sivuina vektorit
AB ja AD ovat yhti pitkit cli [4B|=[4D|.

Koska lavistdjavektorien pistetulo on nolla, ldvistdjit ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. O

b) Kuten kuvasta nihddin, nelikulmio ei aina ole neljikés, vaikka
sen lavistdjét olisivatkin toisiaan vastaan kohtisuorassa.

Vastaus  b) ciole
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Kehikulma B on suora, kun vektorit BA ja BC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan eli tdsmaélleen silloin, kun niiden
pistetulo on nolla.

Médritetddn vektorit BA ja BC keskipisteestd K ldhtevien

vektorien KB ja KC avulla. Ndmi kelpaavat kantavektoreiksi,
koska ne ovat erisuuntaiset ja kumpikaan ei ole nollavektori.

BA=-KB—-KC

C=-KB+KC

o]



Lasketaan vektorien BA ja BC pistetulo.

BA-BC =(-KB—-KC)-(-KB +KC)

—KB-(-KB)—KB-KC—-KC-(-KB)—KC-KC

Du

—KB-KB—KB-KC+KC-KB—-KC-KC

2

—|KB[ -KB-KC +KB-KC - |KC|

2 | 12
=|KB| ~|KC|
Viimeinen vaihe seuraa siitd, ettd (puoli)ympyran siteind vektorit
KB ja KC ovat yhti pitkit eli |[KB|=|KC|.

Koska pistetulo BA-BC =0, niin vektorit BA ja BC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan ja kehdkulma B on suora. O
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A B

Tutkitaan oheisen kuvan suunnikasta 4BCD. Merkitiéin AP = s@
ja BP =tBR , missi s ja t ovat reaalilukuja. Kertoimien s ja ¢
selvittimiseksi tarvitaan vektoriyhtilo, joten esitetddn vektori AP
kahdella eri tavalla. Valitaan kantavektoreiksi 4B ja AD.

AP =540 AP = AB + BP
:S(E_{_@) :AB tBR
1 = AB + {(BA+ AD + DR)
:s(AB+§BC)
| = AB+1(- AB+AD+41LDC)
:s(AB+§AD)
1 —H(_E+E+im
=SAB+§SAD

:E_@HE&@

:(1_§zm+@



Muodostetaan yhtalo.
AP=AP
SAB + ESAD =(1- Zt)AB +tAD
Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

s=1—it
4

Yhtiloparin ratkaisuksi saadaan (esim. laskimella) s :% ja t= 5

Siten AP =540 =140 ja BP=BR=-_BR.
Siis leikkauspiste P jakaa

. 4 . 1
a) janan AQ suhteessa 4 : 1 (g ja E)

ja

4 11
b) janan BR suhteessa 4:11 (— ja —).
) ] (15 J 15)

Vastaus  a) suhteessa 4 : 1
b) suhteessa 4 : 11
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A B

Tutkitaan puolisuunnikasta 4BCD. Koska sivujen AB ja DC

pituuksien suhde on m : n, niin 4B =— DC . Merkitéddn lavistdjien
n

leikkauspistetta kirjaimella P.

Merkitidin AP = sAC ja BP =tBD, missi s ja t ovat
reaalilukuja. Kertoimien s ja ¢ selvittimiseksi tarvitaan
vektoriyhtilo, joten esitetdén vektori AP kahdella eri tavalla.
Valitaan kantavektoreiksi AB ja AD.

1P —sAC AP = AB+ BP
_ s(AD+DC) =AB+1BD
o :E+t(ﬂ+ﬁ)
= s(4D + 1 4B) .
m = AB+1t(—AB + AD)
— n — R — —
zsAD+;SAB = AB—tAB+tAD
. =(1-1)AB+1AD
:£SAB+SAD -9

m



Muodostetaan yhtalo.
AP = AP

" §AB+sAD = (1—1)AB +(AD
m

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

n
—s=1-t
m

s=t

Yhtéloparin ratkaisuksi saadaan (esim. laskimella) s = ja
m+n
m
t= .
m+n
Siten AP =sAC=—"—4C ja BP=tBD = BD.
m+n m+n
Koska siis lavistdjien leikkauspisteen P toisella puolella on
lavistdjasta osaa, jaa toiselle puolelle 0saa, joten

m+n m+n
leikkauspiste P jakaa lavistdjit AC ja BD suhteessa m :n. O
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B

Tetraedrin kérkipisteiden paikkavektorit ovat 04, OB, OC ja
OD.

Kéytetddn hyviksi tehtdvin 290 a-kohdan tulosta: janan keskipisteen
paikkavektori on puolet janan péétepisteiden paikkavektorien
summasta.

Siten pisteen E paikkavektori OE on

O_E:%(@+ﬁ).

Vastaavasti pisteen F' paikkavektori OF on

O_F:%(W+O_D).



Lopuksi pisteen P paikkavektoriksi OP saadaan
N 1 -
OP = E(OE + OF)
-1l (0i+0B)+L@c+0oD)
22 2
l — — 1 — —
= Z(OA +OB) +Z(OC +0D)

:%(&+ﬁ+%+0_p).

Tulos tarkoittaa, ettd pisteen P paikkavektori on tetraedrin
kérkipisteiden paikkavektorien keskiarvo. Koska saadussa
lausekkeessa karkipisteet 4, B, C ja D ovat tasaveroisessa
asemassa, voidaan paételld, ettd sama piste P saataisiin tetraedrin
minka tahansa vastakkaisten sdrmien keskipisteiden yhdysjanan
keskipisteend. Kaikki kyseiset yhdysjanat kulkevat siis saman pisteen
P kautta.

Kolmion painopisteen (eli mediaanien leikkauspisteen) M
paikkavektorille OM saatiin esimerkissé 4 tulos

OM = %(& +OB + %) . Téssé tehtivassd saatu tulos on kolmiota

koskevan tuloksen ilmeinen yleistys, joten piste P voidaan
ymmértéd tetraedrin painopisteeksi.

Vastaus ~ OP = %(@ +OB+0C +0D). Piste P on tetraedrin

painopiste.
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B(0,a,a)

C(a,0,a)

D(0,0,0)

A(a,a,0)

Sijoitetaan tetraedri koordinaatistoon siten, ettd huippu D on
origossa ja pohjakolmion kirjet 4, B ja C sijaitsevat kuvan
mukaisesti. Piste M on pohjakolmion 4BC mediaanien
leikkauspiste.

(On helppo vakuuttua, ettd kyseinen tetraedri on sdédnndllinen eli
kaikki sen sdrmét ovat yhti pitkdt. Esim. sdrmévektori

DA =ai +aj , joten sdrmén pituus on

DA =\/a2 +a’+0’° =\/2a2 =24 . Sérmévektori E:—a7+al;,
D4

joten sirméin pituus on |E| = \/(—a)2 +0%+a*> =+2a ja samoin

muille sdarmille.)

On osoitettava, ettd pohjakolmion 4BC mediaanien leikkauspisteen
M ja tetraedrin huipun D vélinen vektori on kohtisuorassa
pohjakolmion mediaanivektoria vastaan. Muodostetaan kyseiset
vektorit ja lasketaan niiden pistetulo.



Mediaanien leikkauspisteen M paikkavektorille OM saatiin
esimerkissd 4 tulos OM = %(& +OB + %) , joten nyt

O_M:%((aTJra7)+(a]_'+a/?)+(a7+a/?))

= %(2(17 +2aj +2ak)

eli pisteeksi M saadaan M (2761,2761,2?61).

Tetraedrin huipun D ja mediaanien leikkauspisteen M vélinen

vektori on DM =OM =?z +?] +27a];’ silld piste D sijaitsee
origossa.

Mediaanivektoreita on kolme, mutta koska tilanne on nyt
symmetrinen, voidaan tarkastella vain yhtd mediaanivektoria.

Valitaan vektoriksi AM . Piste 4 on (a,a,0), joten



Lasketaan vektorien DM ja AM pistetulo.

DM - AM = (—‘+2?“ +—k) (—— —%ﬂ%“/?)
_2a  a, 2a  a 2a
=2 ) 2 ) 3

2a° 24 4a’
9 9 9

Pistetulo on nolla, joten vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
m



	284
	285
	286
	287
	288
	289
	290
	291
	292
	293
	294
	295
	296
	297
	298
	299
	300
	301

