Tekija e Pitkd matematiikka4 e 9.12.2016

168

a) Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.

a-b=(3i +5)) (77 -3})

=3.7+5-(-3)
=21-15
=6

Koska pistetulo @-b # 0, niin vektorit eivit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

b) Lasketaan vektorien a ja b pistetulo.
a-b=(=2i -j)- (47 —8))
=(-2)-4-1-(-8)
=—-8+38
=0

Koska pistetulo @-b = 0, niin vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

eivit ole kohtisuorassa

Vastaus a) a-b =6,
@-b =0, ovat kohtisuorassa

b)
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a) Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.
a-b=3i —j+2k)- (=27 +4] +5k)
=3-(-2)-1-4+2-5
=—6-4+10
=0

Koska pistetulo @-b = 0, niin vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

b) Lasketaan vektorien a ja b pistetulo.

a-b=2i -4 +3k)-(5 +2] +k)

=2-5-4-2+3-1
=10-8+3
=5

Koska pistetulo @-b # 0, niin vektorit eivit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

ovat kohtisuorassa
eivit ole kohtisuorassa

Vastaus  a)

b=0,
b) @-b=5,
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a) Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.
a-b=2i-3j)-(-81 —12))
=2-(-8)-3-(-12)
=-16+36
=20

Koska pistetulo @-b # 0, niin vektorit eivit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

b) Lasketaan vektorien a ja b pistetulo.
a-b=0+2j-k)-(3i +j+5k)
=1-3+2-1-1-5
=3+2-5
=0

Koska pistetulo @-b = 0, niin vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Vastaus  a) eivit ole kohtisuorassa
b) ovat kohtisuorassa
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a) Muodostetaan ja ratkaistaan yhtlo.
a-b=0
(2i =5j)-(ti +6j)=0
2t-5-6=0
2t =30
t=15
b) Muodostetaan ja ratkaistaan yhtalo.
a-b=0
(fi +27 —k)-(2ti +4j +4k)=0
t-2t+2t-1-4=0
20 42t—-4=0 | :2
£+t-2=0

Kiytetddn toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa.

B Y B R ) W S R

2-1 2 2
-1+3 ) -1-3
t= tar t=———
2 2
t=1 tai t=-2

Vastaus a) t=15
b) t=-2 tai t=1
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a) Vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan

tdsmaélleen silloin, kun niiden pistetulo on nolla. Muodostetaan ja
ratkaistaan yhtilo.

a-b=0

(fi +27 =3k)-(47 +4 +2k)=0

4t4+2t-3-2=0
6t=06
t=1

b) Vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
tasmélleen silloin, kun niiden pistetulo on nolla. Muodostetaan
yhtilo ja ratkaistaan se laskimella.

a-b=0
(fi =57 +2k)-(ti +1j +3k)=0
tt=5t+2-3=0
£ =5t+6=0
t=2 tai t=3

Vastaus a) r=1
b) t=2 tai r=3
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Kolmio on suorakulmainen, jos jokin sen kulmista on suora.
Muodostetaan vektorit, jotka maarddvét kolmion ABC sivut.
AB=(5-1)i +(3-0)j +(-1-2)k
=47 +37 -3k
AC=(4-1)i +(1-0)]+(7-2)k
=3i +j +5k
BC = (4-5)i +(1-3)] +(7—-(-))k
=7 -2]+8k
Lasketaan sivuvektorien pistetulot.

AB-AC = (47 +3] =3k)- (37 + j +5k)

=4.3+3.1-3-5
=12+3-15
=0

Koska pistetulo AB-AC =0, niin sivut 4B ja AC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Siten kolmion kulma A4 on suora ja
kolmio on suorakulmainen. o

(Koska suorakulma l6ydettiin heti, muiden sivuvektorien pistetuloja
el tarvitse laskea.)
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a) Kulma B on suora, jos sivuvektorit BA ja BC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan eli jos niiden pistetulo on nolla.

Muodostetaan sivuvektorit BA ja BC.

BA=(-2-3)i +(t-0)] +(4—(-1)k

=5 +1j +5k

BC=(1-3)i +(-2-0)j +(-3—(-1))k
=20 -2j -2k
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtalo.
BA-BC =0
(=51 +14j +5k)-(—2i =2j -2k)=0
(=5)-(=2)+¢-(-2)+5-(-2)=0
10-2t-10=0
t=0

Kulma B on suora, jos ¢#=0.



b) Kulma C on suora, jos sivuvektorit CA ja BC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan eli jos niiden pistetulo on nolla.

Muodostetaan sivuvektori CA. Sivuvektori BC laskettiin jo a-
kohdassa.

CA=(=2-1i +(1=(=2))] +(4=(=3)k

=30 +(t+2)] +7k
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtilo.

CA-BC=0

(=3 +(t+2)] +7k)- (=21 =2j —2k)=0
(-3)-(-2)+(t+2)-(-2)+7-(-2)=0
6-2(t+2)—14=0

—2-12=0

t=-6

Kulma C on suora, jos t=-6.

Vastaus a) t=0
b) t=-6
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: L= e = TP
Lasketaan ensin vektorin @ + b pituuden nelid |a +b| .

)
|a+b|

=3242-13+7?
— 84

b|=7 ja @-b=13)

(Laskussa kiytettiin tietoja |a|=3,

Vektorin @ +b pituus on

|47+l7|=«/8_4=2\/ﬁ.

Vastaus 2@
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Lasketaan ensin vektorin 2@ —5b pituuden nelié |2a_ —-5b |2 .

2 - 55

=(a-5b)-(2a —5b)
=2a-2a+2a-(-5b)—5b-2a—5b-(-5b)
=4a-a—-10a-b —10a-b +25b -b
=4faf —20a b +25[p[
=4-(/5)2=20-(=2)+25-(\/3)’
=135

(Laskussa kytettiin tietoja |a|= Js,

b|=3 ja @-b=-2.)

Vektorin 2@ —5b pituus on

2@ - 5b| =135 =315

Vastaus 3\/E
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A (2 Ga)B

Vektorit FG ja FE ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
tasmdlleen silloin, kun niiden pistetulo on nolla.

Médritetddn vektorit FG ja FE nelién karkipisteestd A4 ldhtevien

sivavektorien 4B ja AD avulla. Nimi kelpaavat
kantavektoreiksi, koska ne ovat erisuuntaiset ja kumpikaan ei ole
nollavektori.

FG =FA+ AG FE=FD+DE
Ny iikayy: _27D+1pC
3 3 3 3
_ 195,275 _2p+17B
3 3 3 3
2— 11— 1— 22—

=ZAB-—AD =~AB+=AD
3 3 3 3



Lasketaan vektorien FG ja FE pistetulo.

FG-FE=(= E—%E) (1E+§AD)

ey Ny Wiy Redyy, Wyy, Wiy My, Yy
3 3 3 3 3 3 3 3

_278. 4B+ 4B 404D 4B-24D - AD
9 9 9 9

_ ABZ+0—0—3|E|2
9

48| ——|AD|2

S vl vl

Laskussa kéytettiin tietoa, ettd AB-AD=0 (Ja AD-AB=0).

Tulos seuraa siitd, ettd nelion sivuvektorit AB ja AD ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Lopputulos taas seuraa siitd, ettd

nelién sivuina vektorit AB ja AD ovat yhta pitkét eli
|4B|=[4D].

Koska pistetulo FG-FE =0, niin vektorit FG ja FE ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. O
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a) Vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
tdsmaélleen silloin, kun niiden pistetulo on nolla. Muodostetaan
yhtdlo.

a-b=0
(31 +47)-(si +4)=0
35+4t=0

Vektorit @ ja b ovat siis kohtisuorassa toisiaan vastaan

kaikilla niilld vakioiden s ja ¢ (reaaliluku)arvoilla, jotka

toteuttavat yhtdlon 3s+4¢ =0 . Tallaiset arvot ovat esimerkiksi
1

s=4 ja t=-3 tai s=—l ja t=—.
3 4

b) Vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
tasmélleen silloin, kun niiden pistetulo on nolla. Muodostetaan
yhtilo.

a-b=0
(2i =3j)-(si +4)=0
25-3t=0

Vektorit @ ja b ovat siis kohtisuorassa toisiaan vastaan
kaikilla niilld vakioiden s ja ¢ (reaaliluku)arvoilla, jotka
toteuttavat yhtdlon 2s— 3¢ = 0. Tallaiset arvot ovat esimerkiksi

s=3 ja t=2 tai s=-10 ja t:—2—30.



¢) Vektorit @ ja b ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
tdsmaélleen silloin, kun niiden pistetulo on nolla. Muodostetaan
yhtdlo.

a-b=0
(xi +yj)-(si +4)=0
xs+yt=0

Vektorit @ ja b ovat siis kohtisuorassa toisiaan vastaan

kaikilla niilld vakioiden s ja ¢ (reaaliluku)arvoilla, jotka
toteuttavat yhtdlon xs+ y¢ = 0. Tallaiset arvot ovat esimerkiksi

s=y ja t=—x.

Vastaus  a) esimerkiksi s=4 ja t=-3
b) esimerkiksi s=3 ja ¢t=2
c) esimerkiksi s=y ja t=-x
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a) Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.
a-b=(0 +3j-2k)-(6i —4j —3k)
=1-6+3-(-4)—-2-(-3)
=6-12+6

=0

Koska pistetulo @-b = 0, niin vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

b) Lasketaan vektorien a ja b pistetulo.
a-b=(60 +5j +k)-(-27 —4k)
=6-(-2)+5-0+1-(—4)
=-12+0-4
=-16

Koska pistetulo @-b # 0, niin vektorit eivit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

=0, ovat kohtisuorassa
=-16, eivit ole kohtisuorassa

Vastaus  a)
b)

SRS
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a) Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.
a-b=( -3k)-(4i -27)
=(1 +07 —3k)-(4i —2j +0k)
=1-4+0-(-2)-3-0
=4+0+0
=4

Koska pistetulo @-b # 0, niin vektorit eivit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

b) Lasketaan vektorien a ja b pistetulo.

1 —
a-b=({+>]——k)- (=1 -] -k
a (i 2773 )(31 J )

1 3 1 5

=]l-—+=-(=1)=——-(—=

3 4( ) 2( 6)
1. 3.5
3 4 12

4 9 5 4-945

12 12 12 12
~0

Koska pistetulo @-b = 0, niin vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Vastaus  a) eivit ole kohtisuorassa
b) ovat kohtisuorassa
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a) Kulma A4 on suora, jos sivuvektorit AB ja AC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan eli jos niiden pistetulo on nolla.

Muodostetaan sivuvektorit AB ja AC.

AB=2-1)i +(1-(-1))] +(1-0)k

AC=@B-Di +(t—(-1)]+(2-0)k
=27 +(t+1)] +2k
Muodostetaan ja ratkaistaan yhtalo.

AB-AC=0

(T +27+k)- Qi +(t+1)j+2k)=0
1-2+2-(t+1)+1-2=0
24+2t+2+2=0

t=-3

Kulma 4 on suora, jos ¢=-3.



b)

Kulma B on suora, jos sivuvektorit 4B ja BC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan eli jos niiden pistetulo on nolla.

Muodostetaan sivuvektori BC . Sivuvektori AB laskettiin jo
a-kohdassa.

BC=(B-2)i +(t-1)j+Q2-Dk
=i +(t-1)j+k

Muodostetaan ja ratkaistaan yhtilo.

AB-BC=0

(G +27+k)-(G+(t-1D)j+k)=0

1-1+2-(t=1)+1-1=0

1+2¢-2+1=0

t=0

Kulma B on suora, jos t=0.



Kulma C on suora, jos sivuvektorit AC ja BC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan eli jos niiden pistetulo on nolla.

Molemmat sivuvektorit AC ja BC laskettiin joa-jab-
kohdissa.

Muodostetaan ja ratkaistaan yhtalo.

AC-BC=0

Qi +(+D)j+2k)-(T+(@-1)j+k)=0
2-1+(t+1)-(t-1)+2-1=0

2+ -1+2=0

rf=-3

Yhtdlolla ei ole ratkaisua, silld luvun neli6é on aina
epanegatiivinen. (Yhtdloa voidaan tutkia myds laskimella.) Siten
kulma C ei ole suora millddn vakion ¢ arvolla.

Vastaus a) t=-3

b) =0
¢) ei millddn vakion ¢ arvolla
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Kolmio on suorakulmainen, jos jokin sen kulmista on suora.

Tarkastellaan vektoreita, jotka madrddvét kolmion sivut. Kolmion
sivut méiriytyvit vektoreista @ =ti —3j -k, b=(t—1)i +4 -3k
ja ndiden erotusvektorista

a-b=ti =3j—k—((t=1)i +14 —3k)

=ti -3/ —k—-(t-1)i -1 +3k

=7 —(t+3)] +2k.

Kolmion kulma on suora, jos kulmasta ldhtevét tai sithen tulevat
sivuvektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli jos niiden
pistetulo on nolla.

Tarkastellaan erikseen kutakin kulmaa muodostamalla ja
ratkaisemalla yhtdlo kullekin vektoriparille.

Ensimmaéiinen kulma:
a-b=0
(ti =37 —k)-((t=Di +4 =3k)=0
t-(t=1)=3t—1-(=3)=0
£ —t-3t+3=0
P —4t+3=0

t=1 tai t=3 (laskimella)

Kulma on suora, jos #=1 tai t=3.



Toinen kulma:
a-(@a-b)=0
(ti =3j —k)-(i —(t+3)j+2k)=0
t=3-(—(t+3))-1-2=0

t+3t+9-2=0

[=——
4

Kulma on suora, jos = —% .

Kolmas kulma:

b-(@-b)=0
((t=1)i +45 =3k)-(i —=(t+3)] +2k)=0
(t=1)-1+2-(—(t+3))-3-2=0
t—1-1"-3t-6=0

—12-2t-7=0

ei ratkaisua (laskimella)
Kulma ei ole suora milldan vakion ¢ arvolla.

Kaiken kaikkiaan saatiin siis, ettd kolmio on suorakulmainen, jos

t=1, t=3 mit:—z.
4

Vastaus t=1, t=3 tai t=—%
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Lasketaan ensin vektorin 2@ +3b pituuden nelié |2a_ +3b |2 .

27 + 35

=(a+3b)-(2a +3b)
=2a-2a+2a-3b+3b-2a+3b-3b
—4a-a+6a-b+6a-b+9b-b
=4faf +12a b +9[p
=4-6°+12-30+9-8
=1080

(Laskussa kiytettiin tietoja |a|=6,

b|=8 ja @-b=30)

Vektorin 2a +3b pituus on

[2@ + 35| = /1080 = 64/30 .

Vastaus 6\/%
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Lasketaan ensin |2a_ —-5b |2 )

2 - 55

=(a-5b)-(2a —5b)
=2a-2a+2a-(-5b)—5b-2a—5b-(-5b)
=4a-a—-10a-b —10a-b +25b -b
=4faf —20a b +25[p[
=4.(7)=20-5+25-(3/5)
=1053

(Laskussa kytettiin tietoja |a|= J7,

b|=3V5 ja a-b=5)
Siten

[2@ - 55| =/1053 =913 .

Vastaus 9\/E
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a) Vektori # =xi +yj +zk on kohtisuorassa vektoreita
a=1+j+k ja b=2i —j+3k vastaan tismilleen silloin,

kun molemmat pistetulot @-i ja b-u ovat nollia.

Muodostetaan ja ratkaistaan syntyvét kaksi yhtéloa eli
yhtilopari.

a-u=0
(I+]+k)(xi +y+zk)=0
x+y+z=0
b-u=0
(27 —j+3k)-(xi +y/ +2zk)=0
2x—y+3z=0
Péédyttiin siis yhtdlopariin

{ x+y+ z=0

2x—y+3z=0.



Poistetaan saadusta yhtdloparista muuttuja y ja ratkaistaan
muuttuja z muuttujan x avulla.

x+y+ z=0
+

2x—y+3z=0
3x +4z=0
3
Z=——X
4

Sijoitetaan z = —%x esimerkiksi yhtéloparin ylempain

yhtdloon ja ratkaistaan muuttuja y muuttujan x avulla.

x+y+z=0
3
x+y——x=0
Ty
1
YTy

. . 3 . . o
On siis saatu y = —Zx ja z= —Zx . Jos valitaan esimerkiksi

x =4,saadaan y=-1 ja z=-3,joten vektoriksi u saadaan
w=4i —j -3k .



b) Vektoreita @ ja b vastaan kohtisuorat yksikkévektorit ovat a-
kohdassa saadun vektorin % =47 — j —3k suuntainen

yksikkovektori #° ja kyseisen yksikkdvektorin vastavektori
—11" . Médritetddin ensin yksikkdvektori 7° .

Vektorin & =47 — j —3k pituus on

jit] = 4% + (=1)* +(=3)* =16 +1+9 = 26..
Vektorin u suuntainen yksikkoévektori on

0 1 _
U =—-u

[

k.

~-7-3k)=

L ur 4y 15 3
V26 V26 267 26

Siten kysytyt yksikkovektorit ovat
4 — 1 = 3 - )
= i — f — k ja vastavektori
NN AN T

=— i+ + k
N TN TN

Vastaus  a) esimerkiksi u=4i —j -3k
3 — .
b) j— k ja
r r N
3 _

T T T

HUOM. a-kohdassa kannattaa vield tarkistaa suoralla laskulla, ettd
yhtilot @-w=0 ja b-w=0 toteutuvat, kun w=4i — j -3k .
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Vektorit FE ja FB ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan
tdsmaélleen silloin, kun niiden
pistetulo on nolla.

Miéiritetién vektorit FE ja
FB nelion kérkipisteestd 4
lahtevien sivuvektorien 4B ja

AD avulla. Nama kelpaavat
kantavektoreiksi, koska ne ovat
erisuuntaiset ja kumpikaan ei
ole nollavektori.

FE = FA+ AE
_3ci+iap
5 5

:§@+m+§m

_3(DA-4B)+ 14D
5 5

3 ap-am+L1ap
5 5

- 3%B-2uD
5 5

D C
(2)
(1) e
E| ~<(3)
0|,
A B
FB=FA+ AB
3_ -
=2CA+ AB
5
3 - -
:§(CB+BA)+AB
3

:g(m—ﬁﬂﬁ
3 - N
= (-AD - AB)+ 4B

_27B_ 3D
5 5



Lasketaan vektorien FE ja FB pistetulo.

FE-FB = (->AB -2 AD)- (2 4B ->4D)
5 5 5 5

__37B. 2ZE—EAB(——AD)——AD 2AB—£AD(——AD)
5775 5 5 5

_ S4B 4B+ 4B AD-2UD . 4B+ 4D 4D
25 25 25 25
6

=———A32+0—0+fQZBr
25 25

IRy +i|E|2
25 25

=0

Laskussa kéytettiin tietoa, ettd AB-AD=0 (ja AD-AB=0).
Tulos seuraa siitd, ettd nelion sivuvektorit AB ja AD ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Lopputulos taas seuraa siitd, ettd

nelién sivuina vektorit AB ja AD ovat yhta pitkét eli
(45| - D).

Koska pistetulo FE - FB =0, niin vektorit FE ja FB ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. O
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(16)

A 1 B

Vektorit AD ja BC ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
tasmilleen silloin, kun niiden pistetulo on nolla.

Miéiritetiin vektorit AD ja BC kolmion kérkipisteestd 4

lihtevien sivuvektorien AB ja AC avulla. Nimi kelpaavat
kantavektoreiksi, koska ne ovat erisuuntaiset ja kumpikaan ei ole
nollavektori (ei haittaa, ettd vektorit ovat eripituiset).

1D - 4B+BD BC=BA+AC
16— =—AB+AC
= AB+—BC
25
= 4B +—(BA+ AC)
25

4B+ 4B+ 10
25

_ 2 as+187¢
25 25



Lasketaan vektorien AD ja BC pistetulo.

— — 9 — 16— —_— —

AD-BC=(—AB+—AC)+(-AB+ AC)
25 25

_2 7B (- AB)+iAB ac+07c. (- AB)+—6AC AC
25 25 25 25

_ 2B aB+ 2 A ac-uc. ag+ 8¢ ac
25 25 25 25

— 4Bl +0- 0+—|AC|
25

_ Bl +—[4c]
25 25

_ L olaBl +16[ac]
=< (-9[4B[ +16[4C[)

=0

Laskussa kéytettiin tietoa, ettd AB-AC=0 (ja AC-AB=0).
Tulos seuraa siitd, ettd kolmion sivuvektorit 4B ja AC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Lopputulos taas seuraa siitd, ettd

vektorin AB pituus on 4 ja vektorin AC pituus 3, joten
3[4B|=44c| eti o[8[ =16[4C] .

Koska pistetulo AD-BC =0, niin vektorit 4D ja BC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. O
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Kolmion OAB sivut méidrdytyvét vektoreista A
OA=a, OB=b janiiden erotusvektorista
a-b.

Kolmannen sivun pituuden nelié on

7 -o

=(@-b)-(@->b)

missa vilmeinen vaihe seuraa annetusta ehdosta a-a =2a -b .

Tulos tarkoittaa, ettd vektorit @ —b ja b ovat yhti pitkit, joten
kolmion sivut 4B ja OB ovat yhté pitkit. Koska kolmiossa on
kaksi yhti pitkéda sivua, se on tasakylkinen. o
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Samasta pisteestd lahtevit vektorit @ =27 —j +k, b =xi +j +3k
ja ¢=-27 +yj +zk voivat olla suorakulmaisen sirmion sarmi
vain, jos ne ovat pareittain kohtisuorassa toisiaan vastaan eli jos
kaikki pistetulot @-b, a-¢ ja b-¢ ovatnollia.

Muodostetaan ja ratkaistaan syntyvét kolme yhtdlod eli yhtéloryhma.
a-b=0

Qi —j+k)-(xi +j+3k)=0

2x—1-1+1-3=0
2x—1+3=0
x=-1
a-c=0

(i —j+k)-(2i +yj +zk)=0
2:(-2)-y+z=0

~4-y+z=0
-y+z=4
b-c=0

(xi + ] +3k)- (=20 +yj +zk)=0

—2x+y+3z=0



Péédyttiin siis yhtdloryhmaan

X =-1
-y+ z=4
—2x+y+3z=0
. . . . 7 . 1
jonka ratkaisuksi saadaan laskimella x =-1, y:—E ja z:E.
Talloin sdrmévektorit ovat
a=2i —j+k, b=xi+j+3k=—+]+3k,
G g S A S s
Y] 2] 2

Vektorien (eli my0s sdrmien) pituudet ovat

@|=22+ (-1 +1* =6, b= (=1 + 17 +3* =11,

o= oy + <Ly oLy = 66 6o
|c|_\/(_2) He ) _\E_ 2

Suorakulmaisen sdrmidn tilavuus on sarmien pituuksien tulo:

V:\/E-\/ﬁ-@zw.

Vastaus  x=-1, y=—% ja z=%; tilavuus on 33
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a) Olkoot @=a,i+a,j+ak ja b=bi+bj+bk.

Lasketaan pistetulo a-b .

a-b=(a,i+a,j+ak)-(bi+bj+bk)
=ab +ab, +a.b, reaalilukujen vaihdantalaki:

=ba +ba, +b.a, ab =ba_  jne.

(b,i +b,j+bk)-(ai +a,j+ak)

b-a

On osoitettu, ettd a-b=b-a. O



b) Olkoot @=a,i +a,j+ak, b=bi+bj+bk jat jokin
reaaliluku. Talloin

ta=ta,i+ ay7 +rak)=tai+ tay]_' +tak.
Lasketaan pistetulo (tz)-b .
(ta)-b=(ta,i +ta,j+tak)-(bi+bj+bk)
=ta b, +ta b, +tab,
=t(a,b,+ab, +ab,)
=t(a-b)

On osoitettu, ettd (t@)-b =t(@-b). o



Tekija e Pitkd matematiikka4 e 9.12.2016
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c7~l7=|5||5|cos(c7,5)
=6-8-cos60°
=24

b)
-5=|a_||l7|cos(67,5)

]|

=6-8-cos45°

1 2
48— =48.2= =242
V2 2

-l;:|c7||l;|cos(17,1;)

]|

=6-8-c0s30°

3

Vastaus a) 24
b) 2442
c) 243
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@b
cos(a,b) = |2||Z7|

!

Jiovio o 2

«(a,b)= cos_'(—%) =120°

Vastaus 120°
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b)

Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.
a-b=0Q2i+7)(G+3/)=2-1+1-3=5

@] =22+ 12 =5, b=V +3* =10
Lasketaan vektorien vilinen kulma.

a-b

cos(a,b) = > L
b

x(a,b)= cos"l(%) =45°

Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.
a-b=(=31+5))-(2i -6))

=-3.2+5-(-6)=-36

@ = (-3 +5° =34, |b|=42"+(-6)" =40 =24/10

Lasketaan vektorien vilinen kulma.

ab 36 9
[alfp] ~V34-2410 V85

cos(@,b) =

x(@,b)=cos(-——=) =167,47..° ~167°
f

Vastaus a) 45° b) 167°
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a) Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.
a-b=Qi+4]+4k)-(2i +j —k)
=2-244-1+4-(-1)=4

@|=v22+4* +4* =36 =6
B = 2> + 17+ (=1)* =6

Lasketaan vektorien vilinen kulma.

a-b 4 2

alfp] 66 36

cos(@,b) =

= 2
«(a@,b)=cos™ (==) =74,206...° ~ 74,2°
(a.b) (36)



b) Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.

a-b=3i -2j+6k)-(-5i =3 —k)

=3-(=5)=2-(=3)+6-(-1) =15

@] =3 +(-2)* +6° =49 =7

B]=(=5)* +(=3)" +(-1)* =35

Lasketaan vektorien vilinen kulma.

ab -15
b
COS(a ) |a||b| 7\/%
x(@,b)=cos™' (- J_)—m 235...

Vastaus a) 74,2°
b) 111,2°

°=111,2°
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Merkitddn kolmion kérkipisteitd A4(—1,2), B(3,-1) ja C(7,3).
Kolmion pienin kulma on lyhyimmén sivun vastainen kulma.

Muodostetaan kolmion sivuja vastaavat vektorit ja lasketaan niiden
pituudet.

_ C

3 AC

A
<
1 [—
AN BC
.| AB
1 0 1 \\/ 5 6 7

1

B

Sivu 4B:

AB=(3—(=1))i +(-1-2)j =4i -3]

[4B|= 4" +(-3)" =25 =5
Sivu AC:

AC=(T-(-1))i +(3-2)] =8i +]

|E|:\/82 +12 =65 ~8.1
Sivu BC:

BC=(7-3)i +(3—(-1))] =47 +47

BC| =T+ # =72 =42 ~5.7



Kolmion lyhyin sivu on 4B, joten kolmion pienin kulma on
<C =¥x(-AC,-BC)=<«(AC,BC).

Lasketaan pistetulo ja vektorien vilinen kulma.
AC-BC=(8i +])-(4i +4/)=8-4+1-4=36

AC-BC 36 9

AC|[BC| V65-442 6542

cos(A_C, E) =

«(AC,BC) =cos™ ~37,9°

9 —_ (o)
(m) =37,874...

Kolmion pienin kulma on 37,9°.

Vastaus 37,9°
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Kolmion sivut méiriytyvit vektoreista @ =4i +3j, b=i -2/ ja
ndiden erotusvektorista

a-b=4i +37-( -27)

=4i +3j -1 +2)

=3i +5j.
Lasketaan vektorien pituudet.
@] =4 +3* =25 =5
p|= + (=27 =5
@b =3 +5* =34
Lasketaan vektorien viliset pistetulot.

b= +3))-(1-2))=4-1+3-(-2)=-2

S|

a-(@-b)=(41 +37)-(3i +5j)=4-3+3-5=27
—b-(@-b)=(-1 +27)-(3i +5/)=-1-3+2-5=7

(Kuvan perusteella pistetulo b -(@ —b) antaisi vddrin arvon.)



Lasketaan vektorien valiset kulmat.

17 -2
cos(a, b =
«(@,b)=cos™ (- \/_)_100 30...° ~100°
a-(@-b) 27

cos(@,(@=b)) = alj@- )| 5.3

«(@,(@—b))=cos”’ ~22°

27
—)=22,16...°
(5\/34)

~b-(@-b) -b-(@a-b) 1

@O = e " ol V5

«(-b,(@-b)) = cosl(ﬁ) =57,52..°

~ 58°

Kolmion kulmat ovat 22°, 58° ja 100°.

Vastaus  22°, 58° ja 100°
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Suunnikkaan lavistdjit ovat
vektorit

b-a=2i-5]—(4i +))

—27 5747 -7
=-2i —6].
Lasketaan lavistdjdvektorien pistetulo ja vektorien pituudet.
(@+b)-(b—a)=(6i —4j)-(-2i —67)

=6-(-2)—-4-(-6)=12

@ +b| =67 +(-4)* =52 =213
b -a|=(-2)* +(-6)* =~/40 =24/10

Lasketaan lavistdjavektorien vélinen kulma.

(b _ayo @by - 12 3
cos((@+5),(6 ~a)) (@+b)[&-a)] 2V13-2J10 1310

2((@+b),(b-a))= cosl(ﬁ) =74,74..° =~ 75°

Vastaus 75°



198

Tilannetta havainnollistaa oheinen
kuva. Kuvaan on merkitty myos N
ylimédirdiset vektorit BC ja CA,
silld niistd on apua b- ja c-kohtia 0
ratkaistaessa.

Kaikkien sivuvektorien pituus on 6,
joten

75]-[70|- -7l =5,
a) Vektorien AB ja AC vilinen kulma on 60°, joten
AB- AC = |E| |A_C| COS(E, A_C)
=6-6-cos60°
=18.

b) Vektorien AB ja BC vilinen kulma on 60°+ 60° = 120°,
joten

E-%%E”B_qcos(ﬁ,ﬁ)
=6-6-c0s120°
=-18.



¢) Vektorien BC ja CA vilinen kulma on 60° + 60° =120°,
joten

BC-CA ~[BC|[CA[cos(BC. CA)
=6-6-c0s120°
=-18.
Vastaus a) 18

b) —18
c) —18
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Sijoitetaan kirja koordinaatistoon .
siten, ettd kirjan selkd on
positiivisella z-akselilla, seldn p

alakulma origossa ja sivujen
alalaidat positiivisilla x- ja y- o
akseleilla. Koordinaatiston yksikkd
on | cm. 038

Merkitddn tarvittavia pisteitd

kuvan mukaisesti. Kysytty kulma

N 0) 18,4
0{=<):(PA,PB) 18,4
/A
Muodostetaan lavistdjavektorit
PA ja PB.
PA=PO+04

=023 8k +18,4i =18,4; — 23,8k

PB=PO+0B

= 23,8k +18,4 =18,47 — 23,8k



Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.

PA-PB = (18,47 —23,8k)-(18,4] —23,8k)
= (18,47 +07 —23,8k)-(07 +18,4/ —23,8k)
=18,4-0+0-18,4—23,8-(-23,8)
= 566,44

|P4|= J18,4% +(=23,8)* =~/905

|ﬁ| = /18,4% +(-23,8)’ =/905
Lasketaan vektorien valinen kulma.

PA-PB 566,44 566,44

cos ﬂ,ﬁ == = =
( ) |PA| PB| v905-4905 905

<(PA,PB) = cosl(%) =51,251..°~51,3°

Kulman « suuruudeksi saadaan 51,3°.

Vastaus 51,3°
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Lasketaan ensin vektorien @ =4 ja b =ti +; pistetulo ja
vektorien pituudet.

a-b=47-(ti +7)
= (07 +47)-(ti + )
=0-1+4-1=4

| =4 = 4

|l7|=\/12+12 e+l

Jos vektorien @ ja b vilinen kulma on 60°, kulman kosini on

cos(@,b) = cos 60° = % . Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se

laskimella.
E~E=|E||I;|cos(a_,l;)
4=4-+1 l
2

t=+3 tai t=-3

Vastaus t= \/5 tai = —\/5



2a-3b=2-3)@-b)=6(a-b)
=6-|a_||5|cos(a_,5)

=6-4-5-cos120°

=60
b) - - ~
2a-3b =(2-3)(@-b)=6(@-b)
= 6-[al[p|cos(@.b)
=6-4-5-cos135°
:120-(—\F)——120 i——60\/_
c)

2a-3b=2-3)@-b)=6(a-b)
=6-|a_||5|cos(a_,5)
=6-4-5-c0s180°
=-120

Vastaus a) —60

b) —60v2

) —-120
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]
Sl

cos(@,b) =

S

a

15 1

3025 2

x(a,b)= cosl(%) =45°

Vastaus 45°
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a) Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.

a-b=010i +127 —9k)-(=5i +13j —9k)
=10-(-5)+12-13-9-(-9) =187

@ = \10° +122 + (-9)* =325 = 5V13

[b]=(=5)* +13" +(-9)* =275 =5V11
Lasketaan vektorien vilinen kulma.

a-b 187 187

alp]  sviz-sVil 251311

cos(@,b) =

«(@,b)=cos™ ~51°

187
——F=)=51,28...°
25\/13\/11)



b) Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.
a-b=(2i —6k)-(4] +2k)
=(2i +0/ —6k)-(0i +4] +2k)
=2.0+0-4-6-2=—-12
|@|=/2* +(=6)* =40 =24/10
6] = V4> +2* =20 =25

Lasketaan vektorien valinen kulma.

cos(a 17)— ab _ 12 =— 3
b 2410245 V10Vs
«(a E)—cos*l(—L)—llslo °~115°
) T105 ,10...

Vastaus a) 51°
b) 115°
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Kolmio on tylppdkulmainen, jos sen suurin kulma on suurempi kuin
90°. Kolmion suurin kulma on pisimmaén sivun vastainen kulma.
Muodostetaan kolmion sivuja vastaavat vektorit ja lasketaan niiden
pituudet.

Sivu A4B:

AB=(4-1)i +3—=(=2))j +(5-3)k =37 +5] +2k

|E|=\/32+52+22 =38 %62
Sivu AC:

AC=(3-1)i +(-5-(=2))j +(5-3)k =27 —3] +2k

|A_C| =22+ (=3 +2> =17 24,1
Sivu BC:

BC=(3-4)i +(-5-3)j +(5-5)k =—i -8 +0k =—i -8

|E|=«/(—1)2 +(=8)° =65 ~8,1

Kolmion ABC pisin sivu on BC, joten kolmion suurin kulma on
<A =<«(A4B,AC).



Lasketaan pistetulo ja vektorien vdlinen kulma.
AB-AC =31 +5j +2k)- (27 =3j +2k)=3-2-5-3+2-2=-5

AB-AC -5

4B|lac| 3817

COS(E, E) =

«(AB,AC) =cos™ =101,3...°>90°

——)
V3817

Koska kolmion suurin kulma on tylppi, on kolmio tylppakulmainen.
O
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Kolmion pienin kulma on lyhyimmén sivun vastainen kulma.

Kolmion sivut masraytyvit vektoreista @ =2i — j — 2k ,

b =3i +j +k janididen erotusvektorista

a-b=2i—j-2k-3i+j+k)

=20 —j-2k-31 -] -k

=—1 -2j —3k.

Lasketaan vektorien pituudet.

@ =22 + (1) +(-2)* =9 =3
b]=V3*+ 17+ 1" =11%3,3

-b|= (=17 + (-2 +(-3) =14 53,7

Kolmion lyhyin sivu on sivu, jonka vektori @ maardi, joten
kolmion pienin kulma on oheisen kuvan mukaan <(-=b,(@—-b)).



Lasketaan pistetulo ja vektorien vilinen kulma.
—b-(@-b)=(-31 —j—k)-(-i =2j —3k)
=-3-(-)—-1-(-2)-1-(-3)=8

—b-(@-b) -b-(@-b) 8

O e R s R B T

x(-b,(@-b)) ~49,9°

- 8
=c0S (——=———=—)=49,859...°
(\/1 1\/14)

Kolmion pienin kulma on 49,9°.

Vastaus 49,9°
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Suunnikkaan lavistéjéat ovat vektorit (vrt. teht. 197)

a+b

_7+27+§;?+z?_7+1?

- - 7-

i+j+—k
!

ja
— T - = 5+ - T
a—b=—1+2]+5k—(2z—]+k)

=42/ +—k-2i+ ]k

| w»

_ _ 33—
=-3i +3j +—k.
/ 2
Lasketaan lavistdjavektorien pistetulo ja vektorien pituudet.
(@a+b)-(@a-b)=(i+J +Ek)'(—3l +3j +Ek)

21
4

=1-(=3)+1-3+

|c7+l;|=‘/12+12+(% 2 a/%:@

_ = 3 81 9
|a—b|=\/(—3)2+32+(5)2 = ?=5

[N

3
2




Lasketaan lavistdjavektorien vélinen kulma.

21
N _(a+b) (@-b) 4 7
cos((a+b),(a—b)) |(a+b)||(a b)| £2 G

2
<((a+5),(a—5))=cos-l(%)=7l,99...°z72°

Vastaus 72°
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Lasketaan ensin vektorien @ =i +2j ja b =ti +j pistetulo ja

vektorien pituudet.
a-b=@+27)(ti +))
=1-r+2-1

=t+2
al=v1*+22 =45

|l7|=\/12+12 e+l

Jos vektorien @ ja b vilinen kulma on 45°, kulman kosini on

= 1 . .
cos(a,b) = cos45° = —=. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan se

V2

laskimella.
cT-l;:|a_||E|cos(c7,l;)

t+2=\6-\/t2+1~L
V2

Vastaus t=3 tai t= _%
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Lasketaan ensin vektorien @ =fi +4 +4k ja b =-5 +5k
pistetulo ja vektorien pituudet.

a-b=(ti +1 +4k)- (=51 +5k)
=(ti +14j +4k)-(=5i +07] +5k)
=t-(-5)+t-0+4-5
=-5t+20

@) =&+ +4 =27 +16

B =(=5)" +5* =450 =52

Jos vektorien @ ja b vilinen kulma on 60°, kulman kosini on
cos(@,b) = cos 60° = % . Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se

laskimella.
a_-l;:|c7||l;|cos(ﬁ,l;)
~5t+20 =27 +16 -5\5%

t=1

Vastaus t=1
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Sijoitetaan nelid koordinaatistoon
siten, ettd kirki 4 on origossa ja sivut
AB ja AD positiivisilla
koordinaattiakseleilla.

Merkitddn nelion sivun pituutta
kirjaimella a seké nelion muita
pisteitd kuvan mukaisesti. Kysytty
kulma <«EDB =<« (DE,DB).
Muodostetaan vektorit DE ja DB.
DE = DA+ AE
=—aj +—ai =—ai —aj
i > > i
DB =DA+ AB

=-aj +ai =ai —aj




Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.
N — 1 - " - "
DE -DB = (Eal —aj)-(ai —aj)

1
=—a-a—a-(—a
5 (—a)

DE =\/(%a)2 +(—a)’ =\/%a2 =%ﬁ

DB :\/a2 +(—a)’ =2a> = a2

Lasketaan vektorien vilinen kulma.

3,
- T ~a
cos(DE,DB)= 2L DB ___ 2

3a* 3
DE|DB| @ f5.,47 @52 V10
2

«(DE,DB) = cos™' =18,434..° ~18,4°

3
(ﬁ)

Kulman <«<EDB suuruudeksi saadaan 18,4°.

Vastaus 18,4°
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Sijoitetaan sdrmio
koordinaatistoon siten, ettd
kiarki £ on origossa ja
kolme kérked positiivisilla
koordinaattiakseleilla.
Merkitéédn sdrmion
karkipisteitd kuvan
mukaisesti. Kysytty kulma

on <):(E,A_C) .

Muodostetaan
lavistdjévektorit

AH ja AC.
AH = AE + EH
=37 +4k
AC = AB+BC

=5] +4k




Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.
AH - AC = (=37 +4k)-(5] +4k)
= (=37 +0 +4k)- (0 +5] +4k)
=-3-0+0-5+4-4
=16

AH|=(-37 +4” =25 =5
AC| =5+ 47 =41

Lasketaan lavistdjavektorien vélinen kulma.

AH-AC 16
AH|[4C| 5-441

COS(E, R) =

<(AH,AC)=cos™ ~ 60°

60,01...
J—)

Kulman <(A4H,AC) suuruudeksi saadaan 60°.

Vastaus 60°
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Sijoitetaan sdrmio
koordinaatistoon siten,
ettd kirki D on origossa
ja kolme karked
positiivisilla
koordinaattiakseleilla.
Merkitddn muita
tarvittavia sarmion

pisteitd kuvan mukaisesti.

Kysytty kulma on
x(JI,JF).

®

p ~

‘\N

Muodostetaan vektorit JI ja JF .

JI = JH + HI

= JH+%HA



Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.
JI ﬁ—(lf—"—l/?) G +7)
27T /
= (17—_'—11?)-(7+_'+01?)
27T /

21.1_1.1_1.0
2 2

— 1, 1, \F 6
J= /(=) +D) +(->) =, [—=—
||J(2) (D + (=) =7 =
IF| =P +17 =2

Lasketaan vektorien vilinen kulma.

1

cos(ﬁJ_F)—ﬁ'J_F— 2 S
T T RO
2
«(JI,JF) =cos™' (- =106,778...° ~ 106,8°

f

Kulman <(JI,JF) suuruudeksi saadaan 106,8° .

Vastaus 106,8°
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