Tekija e Pitkd matematiikka4 o 9.12.2016

a) Sijoitetaan luvut »=6 ja s=-1 yhtédloparin

r+ 4s=2
2r-12s=0

molempiin yhtil6ihin:

r+4s=2 2r-12s =0
6+4-(-1)=2 2:6-12-(-1)=0
6-4=2 12+12=0
2=2 24=0

tosi epéatosi

Koska sijoitetut luvut eivét toteuta yhtdloparin molempia
yhtiloitd, ne eivit myoskddn toteuta yhtiloparia.



b) Sijoitetaan luvut »=6 ja s=-1 yhtdloryhmén

r+4s=2
2r+3s=9
5s+ 5=0
kaikkiin yhtéldihin:
r+4s=2 2r+3s=2
6+4-(-1)=2 2:6+3-(-1)=9
6-4=2 12-3=9
2=2 9=9
tosi tosi
5s+5=0
5.(-1)+5=0
-5+5=0
0=0
tos1

Koska sijoitetut luvut toteuttavat yhtédloryhmin kaikki yhtilot,
ne toteuttavat myos yhtaloryhmaén.

Vastaus  a) eivit toteuta b) toteuttavat
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Poistetaan yhtdloparista muuttuja s ja ratkaistaan muuttuja z.

3s—6t=2
+
35+ t=3
-5t=5 | 1 (-5)
t=-1

Sijoitetaan ¢ =—1 esimerkiksi yhtdloparin ylempaan yhtdloon ja
ratkaistaan muuttuja s.

3s—6t=2
35—6-(—1)=2
35+6=2
35 =—4 |23
4
§=—=
3

Yhtéloparin ratkaisu on s = —% ja t=-1.

Vastaus s=—% ja t=-1
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a) Poistetaan yhtdloparista muuttuja » ja ratkaistaan muuttuja s.

2r+5s=0 |- 3
3r+7s=1 |- (-2)
6r+15s=0
_+_
—6r—14s =-2

s=-2

Sijoitetaan s =-2 esimerkiksi yhtdloparin ylempéaén yhtdloon
ja ratkaistaan muuttuja 7.

2r+5s=0

2r+5-(-2)=0

2r—=10=0
2r=10 | 12

r=>5

Yhtéloparin ratkaisuon =5 ja s=-2.



b) Poistetaan yhtdloparista muuttuja » ja ratkaistaan muuttuja s.

2r—3s=2 |- 2
—4r+2s=-3
4r—6s=4
+
—4r+2s=-3
—4s=1 | : (—4)
1
§=——
4

Sijoitetaan s = —% esimerkiksi yhtédloparin ylempdin yhtdloon

ja ratkaistaan muuttuja .

2r—3s=2
2r—3-(—l)—2
4
2r+3=2
4
a2 3835
4 4 4 4
5
r==
8
pa . 5. 1
Yhtéloparin ratkaisu on r:§ ja s:—z.

Vastaus a) r=5 ja s=-2

5 . 1
b) r==ja s=——
)rng 2
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Ratkaistaan muuttujat » ja s yhtdloryhman

2r+ 1=0
3s— 1=0
4r+9s =1

kahdesta ensimmaéisestd yhtélosti ja tarkastetaan, toteuttavatko luvut
myo6s kolmannen yhtélon.

2r+1=0 3s—1=0
2r=-1 | : 2 3s=1 | :3

1 1

r=——= §==

2 3

Sijoitetaan luvut » = —% ja s :% kolmanteen yhtdloon:

4r+9s =1

49 =1

-2+3=1
1=1
tosi

Siis luvut r = —% ja s= % toteuttavat kaikki kolme yhtéloa.

1 .
Vastaus r=—-—— ja s=

1
2 3
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Ratkaistaan muuttujat s ja ¢ yhtdloryhmain

3s—2¢t=10
s+6t=0
2s+4t=4

kahdesta ensimmaéisestd yhtélosti ja tarkastetaan, toteuttavatko luvut
myo6s kolmannen yhtélon.

Poistetaan kahden ensimmadisen yhtdlon muodostamasta yhtéloparista
muuttuja ¢ ja ratkaistaan muuttuja s.

{3s—2t=10 -3

s+6t=0
9s —6¢ =30

+
s+6r=0
10s =30



Sijoitetaan s =3 esimerkiksi yhtdloparin alempaan yhtdloon ja
ratkaistaan muuttuja ¢.

s+6t=0
3+6t=0
6t =-3

3 1

[=——=——

6 2

Sijoitetaan luvut s=3 ja ¢= —% yhtdléryhmén kolmanteen

yhtdloon:
2s+4t=4
2-3+4-(—l)—4
2
6-2=4
4=4
tosi

Siis luvut s=3 ja t= —% toteuttavat kaikki kolme yhtdloa.

Vastaus s=3 ja t=—%
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Ratkaistaan muuttujat s ja ¢ yhtdloryhmain

3s—2¢t=1
—s+ t=2
4s-3t=1

kahdesta ensimmaéisestd yhtélosti ja tarkastetaan, toteuttavatko luvut
myo6s kolmannen yhtélon.

Poistetaan kahden ensimmadisen yhtdlon muodostamasta yhtédloparista
muuttuja s ja ratkaistaan muuttuja ¢.

3s-2t=1
—-s+ t=2 |3

3s—=2t=1

+
-35+3t=6
t=7

Sijoitetaan ¢ =7 esimerkiksi yhtéloparin alempaan yhtdloon ja
ratkaistaan muuttuja s.

—-s+t=2
—-s+7=2
—-s=-5



Sijoitetaan luvut s=5 ja ¢=7 yhtdloryhmén kolmanteen
yhtdloon:

4s -3t =1
4.5-3.7=1
20-21=1
-1=1
epatosi

Siis luvut s =5 ja ¢t=7 eivit toteuta yhtdloryhmén viimeisti
yhtélod. Koska muuttyjille s ja ¢ ei 16ydy arvoja, jotka toteuttavat
kaikki kolme yhtdlod, yhtdloryhmalla ei ole ratkaisua.

Vastaus el ratkaisua
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Valitaan poistettavaksi muuttujaksi z. Muodostetaan yhtdloryhmén

2r+3s— t=-1 (1)
r—5s+2t=16 (2)
Ir+ s+ t=12 3)

yhtdloistd 1 ja 3 yhtdlopari ja poistetaan muuttuja ¢.

2r+3s— t=-1
+
3r+ s+ t=12

Sr+4s =11

Muodostetaan seuraavaksi yhtaloryhmain yhtiloistd 1 ja 2 yhtilopari
ja poistetaan muuttuja .

2r+3s— t=-1 |-2
r—5s+2t=16

4r+ 65 —2t=-2
+
r—5s+2t=16

S5r+ s =14



On péadytty yhtédlopariin

Sr+4s=11
Sr+ s=14

jossa esiintyvét vain muuttujat » ja s. Poistetaan yhtiloparista
muuttuja » ja ratkaistaan muuttuja s.

Sr+4s=11
Sr+ s=14 |- (-]

{ Sr+4s=11
+

-5r— s=-14
3s=-3
s =-1

Sijoitetaan tulos s =—1 d&skeisen yhtdloparin jalkimmaiseen
yhtdloon ja ratkaistaan muuttuja 7.

Sr+s=14
Sr—1=14
5r=15



Sijoitetaan =3 ja s=-—1 esimerkiksi alkuperdisen yhtdloryhmin
yhtdloon 3 ja ratkaistaan muuttuja ¢.

r+s+t=12

3-3-1+¢t=12

9-1+¢t=12

8+1=12
t=4

Yhtiloryhmén ratkaisuon =3, s=-1 ja t=4.

Vastaus r=3, s=-1ja t=4
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Valitaan poistettavaksi muuttujaksi s, koska se puuttuu jo
”valmiiksi” yhtdloryhmén keskimmadisestéd yhtilostd. Muodostetaan
yhtiléryhmén

2r—2s+3t=-3 (1)
5r +2t=1 (2)
2r— s+ t=-1 3)

yhtdloistd 1 ja 3 yhtdlopari ja poistetaan muuttuja s.

2r—2s+3t=-3
2r— s+ t=-1 |- (=2)

2r—2s+3t=-3
+
—Ar+2s-2t=2

-2r + t=-1

Yhdistdmaélld saatu yhtdlo ja alkuperdisen yhtdloryhmén yhtdlo 2
paddytian yhtilopariin

Sr+2t=1
2r+ t=-1

jossa esiintyvit vain muuttujat » ja t.



Poistetaan yhtdloparista muuttuja ¢ ja ratkaistaan muuttuja 7.

Sr+2t=1
2r+ t=-1 |- (=2)

Sr+2t=1
+
4y —-2¢t=2

9r =3

=

1
3

Sijoitetaan tulos 7 = 3 yhtdldparin ensimmadiseen yhtdloon ja

ratkaistaan muuttuja ¢.

Sr+2t=1
5-l+2t=1
3
ppo]_2_3.5__2
3 3 3 3
1
t=—=

3



Sijoitetaan r :% ja t= —% esimerkiksi alkuperdisen

yhtdloryhmén yhtél66n 3 ja ratkaistaan muuttuja s.

2r—s+t=-1
Lo L
3 3
2—l—s=—l
3 3
—s=—1—l=—i
3 3
4
§=—
3
Yhtéloryhmién ratkaisu on r=—, 5:5 ja t:—%.
Vastaus r:l, s=— ja t:_l
3 3 3
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Kirjoitetaan yhtdloryhma ensin muodossa, jossa kaikki muuttujat
ovat vasemmalla puolella:

r+ s+ t=1 1)
r— s+2t=5 (2)
r+5s+ t=5 (3

Muodostetaan yhtdloryhmén yhtaldista 1 ja 3 yhtdlopari ja
ratkaistaan muuttuja s.

{r+ s+ t=1 |- (-1)

r+5s+ t=5

-r— s— t=-1
+
r+5s+ t=5

4s =4

s=1

Muodostetaan seuraavaksi yhtdloryhmén yhtéldistd 1 ja 2 yhtélopari
ja poistetaan muuttuja r.

r+ s+ t=1
r— s+2t=5 |- (=1)
r+s+ t=1
+
—r+s-2t=-5

2s— t=-4



Sijoitetaan tulos s =1 saatuun yhtdloon ja ratkaistaan muuttuja z.

2s—t=-4

2-1-t=-4

—t=-6
t=6

Sijoitetaan s =1 ja ¢=6 esimerkiksi alkuperdisen yhtdloryhmén
yhtdloon 1 ja ratkaistaan muuttuja 7.

r+s+t=1

r+1+6=1

r+7=1
r=-6

Yhtéloryhman ratkaisuon r=-6, s=1 ja t=6.

Vastaus r=-6, s=1 ja t=6
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Yhtéaloryhmaén

21lr+71s — 83t =20
51r+17s =-153

qr+ s-25t=1

ratkaisuksi saadaan laskimella »=-3, s=0 ja t=-1.

Vastaus r=-3, s=0 ja t=-1
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a) Poistetaan yhtdloparista muuttuja s ja ratkaistaan muuttuja 7.

2r+ s=0 |- 5
6r—5s=-8
10r+5s=0
+
6r—5s=-8
167 =-&
__8_ 1
16 2

Sijoitetaan » = —% esimerkiksi yhtéloparin ylempdin yhtdloon

ja ratkaistaan muuttuja s.

2r+s=0
2-(—l)+s:0

2
~1+s5=0
s=1

Yhtéloparin ratkaisu on 7 = —% ja s=1.



b) Poistetaan yhtdloparista muuttuja s ja ratkaistaan muuttuja r.

3r+ s-2=0 |- (-2)
5r+2s—-1=0

{—6r—2s+4:0
+

Sr+2s—-1=0
—r +3=0
—r=-3

r=3

Sijoitetaan » =3 esimerkiksi yhtidloparin ylempédn yhtdloon ja
ratkaistaan muuttuja s.

3r+s-2=0

3-3+45-2=0

9+s5-2=0
s=-7

Yhtéloparin ratkaisuon r=3 ja s=-7.

HUOM. b-kohdan yhtél6pari voitaisiin ensin muuttaa muotoon, jossa
vakiotermit ovat oikealla, mutta tima ei ole valttaméatonta.

Vastaus  a) r:—% ja s=1

b) =3 ja s=-7



12

Kirjoitetaan yhtélopari ensin muodossa, jossa kaikki muuttujat ovat
vasemmalla puolella:

6s—2t=4
Ss+T7t=2

Poistetaan yhtdloparista muuttuja ¢ ja ratkaistaan muuttuja s.

6s—2t=4 |7
Ss+7t=2 |2

{ 425 —141 =28
+

10s +14t =4
52s =32
32 8



Sijoitetaan tulos s = % esimerkiksi yhtdloparin alempaan yhtdloon

ja ratkaistaan muuttuja .
Ss+T7t=2
8
5:(—=)+7t=2
(1 3)

ﬂ+7t=2
13

40 26 40

Tr=2-T=2 1

13 13 13

2

t=——
13

Yhtéloparin ratkaisu on s = % ja t

Vastaus s=— ja t=——

14

13
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Ratkaistaan muuttujat » ja s yhtdloryhman

r+2s=4
3r+ s=2
r+4s=9

ensimmadisestd ja viimeisestd yhtilostd ja tarkastetaan, toteuttavatko
luvut myd6s keskimmaisen yhtélon.

Poistetaan ensimmaisen ja viimeisen yhtdlon muodostamasta
yhtdloparista muuttuja » ja ratkaistaan muuttuja s.

{r+2s=4 |- (=1)

r+4s=9

—-r—2s=-4
+
r+4s=9

2s=5

5
§ ==



Sijoitetaan s = % esimerkiksi yhtiloparin ylempéén yhtéloon ja

ratkaistaan muuttuja r.

r+2s=4

r+2.-—=4

r+5=4
r=-1

Sijoitetaan luvut »r=-1 ja s =§ yhtdloryhmén keskimmaéiseen

yhtdloon:

—3r+s=2

5
-3-(-D)+==2

(=1 5
3+§:2

2
é+£:2

2 2
_,

2
epétosi

Siis luvut r=-1 ja s= % eivit toteuta yhtdloryhmén

keskimmaisté yhtdlod. Koska muuttujille » ja s ei 16ydy arvoja,
jotka toteuttavat kaikki kolme yhtdlod, yhtdloryhmalla ei ole
ratkaisua.

Vastaus el ratkaisua
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Ratkaistaan muuttujat s ja ¢ yhtdloryhmain

2s —=2t=5
4s+3t=3
2s—t=4

ensimmadisestd ja viimeisestd yhtilostd ja tarkastetaan, toteuttavatko
luvut myd6s keskimmaisen yhtélon.

Poistetaan ensimmaisen ja viimeisen yhtdlon muodostamasta
yhtdloparista muuttuja s ja ratkaistaan muuttuja .

{25—2t=5 - (1)

2s— t=4
-2s5+2t=-5
+
2s— t=4

r=-1



Sijoitetaan ¢ =—1 esimerkiksi yhtdloparin alempaan yht&l66n ja
ratkaistaan muuttuja s.

2s—t=4
2s—(-1)=4
2s+1=4
25 =3
g=2

Sijoitetaan luvut s = % ja t=-1 yhtdloryhmin keskimmadiseen

yhtdloon:
4s+3t=3

3
4.=—+3.(-1)=3

5 (=D

6-3=3
3=3
tosi

Siis luvut s :% ja t=-1 toteuttavat kaikki kolme yhtaloa.

Vastaus s=% ja t=-1
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Valitaan poistettavaksi muuttujaksi ». Muodostetaan yhtdloryhmén

3r+6s+ t=-2 (D)
r—4s-2t=2 (2)
3r—6s—4t=3 3)

yhtdloistd 1 ja 3 yhtdlopari ja poistetaan muuttuja 7.

3r+6s+ t=-2
3r—6s—4t=3 |- (-1)

3r+6s+ t=-2
—3r+6s+4t=-3

12s +5t=-5

Muodostetaan seuraavaksi yhtdloryhmén yhtéloistd 1 ja 2 yhtélopari
ja poistetaan muuttuja r.

Jr+6s+ t=-2
r—4s—=2t=2 |- (=3)

N 3r+ 6s+ t=-2
3r+12s+6t=-6

18s +7t=-8



On péadytty yhtédlopariin

12s +5t=-5
18s+7t=-8

jossa esiintyvét vain muuttujat s ja ¢. Poistetaan yhtéloparista
muuttuja s ja ratkaistaan muuttuja .

12s+5t=-5  |-3
185+7t=-8 |- (-2)

365 +15¢=-15
-36s—-14t=16

t=1

Sijoitetaan tulos ¢#=1 dskeisen yhtdloparin ensimmaéiseen yhtdloon
ja ratkaistaan muuttuja s.

125+ 5t =-5
12s+5-1=-5
125 +5=-5
125 =-10
10 5

12 6



Sijoitetaan s = —% ja t=1 esimerkiksi alkuperdisen yhtiloryhmén

yhtdloon 1 ja ratkaistaan muuttuja 7.

3r+b6s+t=-2

3r+6-(—%)+1:—2

3r—-5+1=-2
Ir—-4=-2
3r=2
2
r==
3
i , . 2 5.
Yhtéloryhmain ratkaisu on rzg, s=—g ja t=1.
Vastaus r:%, s:—é ja t=1
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Ratkaistaan yhtdloryhma

5r=3s+10t=6 )]
s— St=1 (2)
r - 2t=2 3)

sijoitusmenetelmaélld. Ratkaistaan yhtdlostd 2 muuttuja s ja
yhtilostd 3 muuttuja 7:

s=5t+1

r=2t+2

Sijoitetaan tulokset yhtdloryhmén yhtdloon 1 ja ratkaistaan
muuttuja t:

5r—3s+10t=6
5-2t+2)-3-(5t+1)+10t=6
10t+10-15¢-3+10t =6
5t+7=6



Sijoitetaan tulos ¢ = L yhtdloihin »=27r+2 ja s=5¢t+1 ja

ratkaistaan muuttujat » ja s:

r=2t+2=2'(—l)+2:—%+2:—2+2:§
5 5 5 5 5

s:5t+1:5-(—§)+1:—1+1:0

Yhtéloryhmin ratkaisu on 7 = % , s=0 ja t= —%.

Vastaus r:§, s=0 ja t:_l
5 5
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Valitaan poistettavaksi muuttujaksi s, koska se puuttuu jo
“valmiiksi” yhtdloryhmén ensimmadisestd yhtélostd. Muodostetaan

yhtiléryhmén

r+t=1 (D
2r+5s—t=2 (2)
Sr+s+4t=3 3)

yhtdloistd 2 ja 3 yhtdlopari ja poistetaan muuttuja s.

2r+5s— t=2
Sr+ s+4t=3 |- (-5)

2r+5s— t=2
+
—25r—5s-20¢t =-15

—23r —-21t=-13

Yhdistdmaélld saatu yhtdlo ja alkuperdisen yhtédloryhmin yhtilo 1
paddytian yhtilopariin

r+ t=1
-23r-21t=-13

jossa esiintyvit vain muuttujat » ja t.



Poistetaan yhtéloparista muuttuja » ja ratkaistaan muuttuja .

r+ t=1 - 23
—23r—21t=-13

N 23r+23t=23
—23r-21t=-13

Sijoitetaan tulos ¢ =35 yhtdloparin ensimmaiseen yhtdloon ja
ratkaistaan muuttuja r.

r+t=1
r+5=1
r=1-5=-4

Sijoitetaan »=—4 ja t=15 esimerkiksi alkuperdisen yhtdloryhmén
yhtdloon 3 ja ratkaistaan muuttuja s.

Sr+s+4t=3
5:(-4)+s+4-5=3
-20+s5+20=3
s=3

Yhtiloryhmén ratkaisuon r=—4, s=3 ja t=35.

Vastaus r=-4, s=3 ja t=5
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Yhtéaloryhmaén
r+ s=-1 (1)
r+5s=3 (2)

r+ t=t-2 (3

ratkaisuksi saadaan laskimesta riippuen esimerkiksi »=-2, s=1
ja t=t,missd viimeinen yhtalo tarkoittaa, ettd muuttujan ¢ arvo voi
olla miké tahansa (reaali)luku.

Tulos voidaan ymmaértdé seuraavasti:
Yhtéaloryhméan yhtdlostd 3 muuttuja ¢ supistuu molemmilta puolilta

pois, jolloin saadaan suoraan r =-2. Sijoittamalla tima tulos
esimerkiksi yhtdloryhmén yhtdloon 1 saadaan muuttujaksi s

r+s=-1
—2+s5=-1
s=1

Sama tulos saataisiin myos yhtdloryhmin yhtdlostd 2. On siis saatu
r=-2 ja s=1.Toisaalta yhtiloryhmén yhtdlostd 3 ndhdédn, ettd
yhtdlo toteutuu saapa muuttuja ¢ minkd arvon tahansa.

Vastaus r=-2, s=1 ja t on mikd tahansa reaaliluku
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a) Yhtdloryhmin

r+s=2t (D)
r—s=2 (2)
r—t=1 (3)

ratkaisuksi saadaan laskimesta riippuen esimerkiksi »=¢+1,
s=t—1 ja t=t,missd viimeinen yhtilo tarkoittaa, ettd
muuttujan ¢ arvo voi olla mikéd tahansa (reaali)luku.

Tulos voidaan ymmérté4 seuraavasti:

Yhtéloryhmin yhtdlostd 3 saadaan ratkaistua muuttuja »

muuttujan ¢ avulla: »=¢+1. Vastaavasti yhtdlostd 2 saadaan
muuttujalle s

r—s=2
—s=2-r
s==2+r=-2+4+t+1=1t-1
Sijoittamalla ndmai lausekkeet yhtaloryhmén yhtéloon 1 saadaan
r+s=2t
t+1+t-1=2t

2t =2t (tosi)

Tulos tarkoittaa, ettd ¢ voi olla miké tahansa reaaliluku ja
r=t+1 ja s=t-1.



b) Yhtéloparin

r—s+5t=0
r+s—-5=6

ratkaisuksi saadaan laskimesta riippuen esimerkiksi » =3,
s=5t+3 ja t=t,misséd viimeinen yhtdlo tarkoittaa, etti
muuttujan ¢ arvo voi olla mikéd tahansa (reaali)luku.

Tulos voidaan ymmértd4 seuraavasti:

Ratkaistaan yhtdloparista muuttuja r.

r—s+5=0

+
r+s—=5t=6
2r =6
r=3

Toisaalta poistamalla yhtdloparista muuttuja » saadaan

{r—s+5t:O |- (=1)

r+s—5=6

—r+s-=5=0
+
r+s—=5=6

25s—10t=6
25 =10t+6

s=5t+3

Tulos tarkoittaa, ettd ¢ voi olla miké tahansa reaaliluku ja
s=5t+3 (ja r=3).



Vastaus a) r=¢+1, s=t—1 ja ¢t on miké tahansa reaaliluku
b) r=3, s=5t+3 ja t on miki tahansa reaaliluku
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