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Poistetaan yhtdloparista muuttuja s ja ratkaistaan muuttuja 7.

3r— s=0 |-4
r+4s=2

12r-4s=0
+
r+4s=2

13r =2
2

r=—

13

Sijoitetaan » = % esimerkiksi yhtéloparin ylempéaéin yhtidloon ja

ratkaistaan muuttuja s.

3r—-s=0
3-£—s=0
13
6
- =——
13
6
§=—
13

Yhtéloparin ratkaisu on » = 2 ja s= i
13 13

Vastaus r= 2 ja s :i
13 13



K2

Ratkaistaan muuttujat » ja s yhtdloryhman

r—7=3
45-8=0
5 =10

kahdesta ensimmaisesti yhtalosta.

r—7=3 45-8=0
r=10 4s =8 | -4
s=2

Tarkastetaan sijoittamalla, toteuttaako luku s =2 myo6s kolmannen
yhtdlon.

55 =10

5-2=10
10=10
tosi

Siis luvut »=10 ja s=2 toteuttavat kaikki kolme yhtdloa.

Vastaus r=10 ja s=2
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Ratkaistaan muuttujat s ja ¢ yhtdloryhmain

s— t=3
2s+ t=0
3s—2t=6

kahdesta ensimmaéisestd yhtélosti ja tarkastetaan, toteuttavatko luvut
myo6s kolmannen yhtélon.

Poistetaan kahden ensimmadisen yhtdlon muodostamasta yhtédloparista
muuttuja ¢ ja ratkaistaan muuttuja s.

s—t=3

+
2s+t=0
3s =3
s=1

Sijoitetaan s =1 esimerkiksi yhtdloparin alempaan yhtidloon ja
ratkaistaan muuttuja ¢.

2s+t=0
2:-1+¢t=0
t=-2



Sijoitetaan luvut s=1 ja ¢=-2 yhtdléryhmin kolmanteen
yhtdloon.

35s-2t=6
3-1-2-(-2)=6
3+4=6

7=6

epatosi

Siis luvut s =1 ja ¢=-2 eivit toteuta yhtdloryhmén viimeista
yhtélod. Koska muuttyjille s ja ¢ ei 16ydy arvoja, jotka toteuttavat
kaikki kolme yhtdl6d, yhtdloryhmalla ei ole ratkaisua.

Vastaus el ratkaisua



K4
Valitaan poistettavaksi muuttujaksi z. Muodostetaan yhtdloryhmén

—r+2s+ t=-5 (D
2r=3s— t= 17 (2)
2r— s— t=15 3)

yhtiloistd 1 ja 2 yhtélopari ja poistetaan muuttuja z.

—-r+2s+ t=-5
+
2r=3s— t=17

r— s =2

Muodostetaan seuraavaksi yhtdloryhmén yhtéldistd 1 ja 3 yhtélopari
ja poistetaan muuttuja .

—-r+2s+t=-5
+
2r— s—t=15

r+ s =10

On péadytty yhtédlopariin
r—s=2
r+s=10

jossa esiintyvét vain muuttujat » ja s.



Poistetaan yhtéloparista muuttuja s ja ratkaistaan muuttuja 7.

r—s=2
_+_
r+s=10

2r =12

Sijoitetaan tulos » =6 &skeisen yhtéloparin jalkimmaiseen yhtdloon
ja ratkaistaan muuttuja s.

r+s=10
6+s=10
s=10—-6=4

Sijoitetaan »=6 ja s=4 esimerkiksi alkuperdisen yhtdloryhmén
yhtdloon 1 ja ratkaistaan muuttuja ¢.

—-r+2s+t=-5

—-6+2-4+¢t=-5

—-6+8+¢t=-5

2+t=-5
t=-5-2=-7

Yhtéloryhmin ratkaisuon r=6, s=4 ja t=-7.

Vastaus r=6, s=4 ja t=-7
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Vektorin @ pituus on toisaalta 12 ja toisaalta nelji ruutua. Siis
yksi ruutu vastaa pituutta 3.

a) Kuvassa ovat vektorit, jotka ovat
vektorin @ kanssa

Yo

yhdensuuntaiset (samansuuntaiset

tai vastakkaissuuntaiset) ja joiden >
pituus on 3 (eli 1 ruutu).

b) Kuvassa on vektorin a kanssa

Yol

vastakkaissuuntainen vektori,
jonka pituus on 9 (eli 3 ruutua).

c¢) Kuvassa ovat vektoria @ vastaan
kohtisuorat vektorit, joiden pituus

Yol

on 6 (eli 2 ruutua).




Ké

a) Siirretddan vektori ¢ alkamaan
samasta pisteestd kuin vektori

:
a . Trigonometrian avulla /

. — . J— |
saadaan vektorien @ ja ¢ | -

viliselle kulmalle a

tan(<x(a,c)) = %

«(a,c)= tanl(%) ~27°

b) Siirretddn vektori b
alkamaan samasta
pisteestd kuin vektori a .
Nihdian, ettd vektorien -
a ja b vilinen kulma
koostuu suorakulmasta ja kulmasta, jonka tangentti on 2. Siten

«(a@,b)=90°+tan"' 2 ~ 153°.

¢) Vektorien b ja ¢ vilinen
kulma muodostuu kahdesta
kulmasta, joiden molempien
tangentti on 2. Siten

«(b,¢)=tan"'2+tan"' 2 = 127°.

Vastaus a) <(a,c)=27°
b) «(@,b)~153°
¢) «(b,c)~127°
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a) Asetetaan vektorit @ ja b
perdkkain. Piirretddn vektori
@ alkupisteestd b n
loppupisteeseen. Saatu vektori
on a+b.

b) Asetetaan vektorit b ja —¢
perdkkain. Piirretddn vektori
b :n alkupisteestdi —¢ n
loppupisteeseen. Saatu vektori
on h-cC.

¢) Asetetaan vektorit @, b ja
—c perdkkiin. Palataan
samaan pisteeseen, josta
lahdettiin. Siten
summavektori on

nollavektori: a+b —-c=0.
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b)

Vektori 3¢ on 3 kertaa niin pitkd

kuin vektori ¢ ja sen kanssa

samansuuntainen.

Vektori —2b on 2 kertaa niin pitké

kuin vektori b ja sen kanssa
vastakkaissuuntainen.

Vektori —%a_ on % kertaa niin pitka

kuin vektori a (eli 3 ruutua) ja sen
kanssa vastakkaissuuntainen.

—2b

EN[US]

A
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Piirretdén vektorin @ alku- ja
loppupisteen kautta vektorien
ja v suuntaiset suorat.

Kuvasta nahdéén, ettd
a=3v-5u=-5u+3v.

Vastaus a=-5+3v
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Kuvassa on alkuperdinen kuvio, johon on lisétty valmiiksi nékyviin

vektorien @, b ja d siirrot, joita tarvitaan seuraavissa laskuissa.
Liséksi on laskettu nelikulmion neljds kulma: nelikulmion kulmien
summa on 360°, joten neljds kulma on
360°—-90°—-82°—-"72°=116°.

a) Siirretddn vektori @ alkamaan samasta pisteestd kuin vektori
b . Vektorien vilinen kulma on 180° —90° = 90°. Siis
«x(a,b)=90°.

b) Siirretdén vektori 5 alkamaan samasta pisteestd kuin vektori
¢ . Vektorien vilinen kulma on 180°—82°=98°. Siis

«(b,c)=98°.



c¢) Siirretddn vektori d alkamaan samasta pisteestd kuin vektori
a . Vektorien vilinen kulma on 180°—116° = 64°. Siis

x(@,d)=64°.

Vastaus  a) <x(a@,b)=90°
b) «(b,c)=98°
¢) x(a,d)=64°
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a)
ZA
(0,3,3)
(3,0,3) (3.3.3)
1
\
1 ! —
y
»

(3,3,0)

b) Kysytyt kdrkipisteiden koordinaatit saadaan luettua a-kohdan
kuvasta: (3,3,0), (3,0,3), (0,3,3) ja (3,3,3).

Vastaus  b) (3,3,0), (3,0,3), (0,3,3) ja (3,3,3)
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Merkitéén pisteitd A(0,5), B(2,2) ja C(-4,1).

a) Pisteen x-koordinaatti on sen paikkavekt_orin i -suuntaisen
komponentin kerroin ja y-koordinaatti j -suuntaisen
komponentin kerroin. Siten pisteen A4(0,5) paikkavektori on
OA=0i +5j =57 .

b) Pisteen B(2,2) paikkavektori on
OB=2i +27 .

c) Pisteen C(—4,1) paikkavektori on
OC=—4i +7.

Vastaus a) OA=5]

b) OB=2i +2]
) OC=—4i +]
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Pisteiden A(0,-1), B(1,1) ja C(5,-2) paikkavektorit ovat
OA=0i —j=—j, OB=i+] ja OC=5i -2 .

Paikkavektorien summa on

A+OB+0OC=—j+i +j+5i =2
=6i —2].

Selvitetdin sitten loppupiste P, kun ldhdetdén pisteestd B(1,1) ja
kuljetaan vektori OA+ OB +OC =6i —2 . Merkitéin tité

siirtymavektoria BP.

Muodostetaan pisteen P paikkavektori. BP P
OP = 0B + BP b
=i+ j+6i -2 _ OP
i - ]_ i—2j =
=7i—j
0

Loppupiste on siis P =(7,—1).

Vastaus  paikkavektorien summa 6i —2 ; loppupiste
P=(1,-1)
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a) Madritetddn vektori AB . Vektori pisteestd A(3,-7,1)
pisteeseen B(—5,1,-3) saadaan vdhentdmailla loppupisteen
koordinaateista alkupisteen koordinaatit.

AB=(-5-3)i +(1-(-7))j +(-3-Dk
=-8i +8j —4k

b) Pisteiden 4 ja B vilinen etdisyys on sama kuin vektorin AB
pituus.

|E| = J(=8)* +8 +(—4)> =~/64+ 64 +16 =~/144 =12

Vastaus a) AB=-8i +8; —4k
b) 12
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a) Merkitddn alkupistettd kirjaimella 4 ja loppupistettd kirjaimella
B. On selvitettdvé loppupiste B, kun ldhdetdén pisteestd
A(3,-10,4) jakuljetaan vektori v =137 —8; +16k .
Pisteen A(3,—-10,4) paikkavektorion OA=3i —10; +4k .

Muodostetaan pisteen B -
paikkavektori. -

OB=04+7v
=37 —107 +4k +137 -8 +16k
=161 —18/ +20k

Loppupiste on siis (16,—18,20).



b) Merkitddn alkupistettd kirjaimella C ja loppupistettd kirjaimella
D. On selvitettdva alkupiste C, kun kuljetaan vektori
v =137 —8j +16k ja paddytiin pisteeseen D(7,-7,7).
Pisteen D(7,-7,7) paikkavektorion OD=7i =7 + 7k .

Muodostetaan pisteen C paikkavektori.

OC=0D-v C v _D
=7i —7j +7k —(13i —8; +16k)
=71 =77 +7k =137 +8j —16k oc oD
=—6i +j - 9% 5

Alkupiste on siis (—6,1,-9).

Vastaus a) (16,—-18,20)
b) (_6715 _9)
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Muodostetaan ensin vektori b —3a .

b-3a=—i+5]—k—-32i -3/ -5k)
=1 +5/—k—60 +97 +15k
=70 +14] +14k

Vektorin b —3a pituus on

b -3a|=(-7) +14? +14* =441 =21.

Vastaus 21
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a) Lasketaan vektorin @ =3i —j pituus.

@] =32 +(=1)* =J9+1=410
Vektorin @ suuntainen yksikkdvektori on

1
—0 —
a =—-a

]
R e S B S S
Jio Jio' Vo

b) Kun yksikkovektori @’ kerrotaan luvulla —3+/10 , saadaan
vektori, joka on vektorin @ kanssa vastakkaissuuntainen ja

jonka pituus on 3410
b =-3J10-a°
3 - 1 =
=310 (——7 ———7
o' e’

=-9i +3j

Vastaus @) @' =——i ———J

b) b=-97 +3;
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Léhtopiste on A(—14,10). Merkitddn loppupistettd kirjaimella B.

Vektorin v =7i —24; pituus on [v] =47 +(-24) =~/625 =25.

Vektorin v suuntainen yksikkovektori on

v’ =é-v
g
1 7 - 24—
=—(7i =24j)=—i - —
25 D351 =557
Maédritetddn loppupisteen B
paikkavektori. AB=100-7" B
___ A
OB =04+ AB s
— OB
=04+100-7" Oi
— 24_
=—14i +10/ +100- —z -—
J ( 25]) 0

=147 +107 +287 —96]
=147 —86]

Paadytédan siis pisteeseen B = (14,-86).

Vastaus  pisteeseen (14,—86)
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Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset tismilleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, etti @ =rb .

Tutkitaan, onko yhtdlolld a = rb , r+#0, ratkaisu joillain vakion ¢
arvoilla.

a=rb
(T =27 = (=27 +4if)
ti_—27 = —2ri_+4rt]_'

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.
t=-2r
—2=4rt
Yhtéloparille saadaan laskimella ratkaisut » = —% ja t=1 sekd

r=—ja t=-1.
5 J
Kun ¢=1, vektoritovat @ =ti —2j =i -2 ja
b =-27 +4ff =27 +4; . Koska tilloin @ =rb = —%B ja

1 . . . .
3 < 0, niin vektorit ovat vastakkaissuuntaiset.

Kun ¢=-1, vektoritovat @ =ti —2j =—i —2j ja

_ - _ ) — 1- . 1
b=-2i +4tj =-2i —4j . Koska tilloin a =rb :Eb ja 5>0,
niin vektorit ovat samansuuntaiset.



Vastaus  Vektorit ovat yhdensuuntaiset, kun =1 tai r=-1.
Arvolla r=1 vektorit ovat vastakkaissuuntaiset,
arvolla r=-1 samansuuntaiset.
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Vektorit # ja v ovat yhdensuuntaiset tismélleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku r, ettd w =rv .

Tutkitaan, onko yhtédlollda w# =»v, r#0, ratkaisu joillain vakion ¢
arvoilla.

u=rv
T +10+3k =r(ti +3] —(t—4k)
T +1 +3k =rti +3r] —r(t—4)k

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtéléryhma.

1=rt
t=3r
3=—r(t-4)

Laskimella ndhdéén, ettd yhtdloryhmalla ei ole ratkaisua. Siten
vektorit # ja Vv eivét ole yhdensuuntaiset milldén vakion ¢
arvolla.

Vastaus  eivit ole
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On etsittidvé sellaiset luvut » ja s, ettd
—6i —j=ra+sb=r(i =27)+sQ2i +J).
Muokataan yhtdloa.

—6i —j=r(i —=2j)+5s2i +j)
~6i — j =ri —2rj +2si +5j
—6i — j =(r+2s)i +(=2r+s)j

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

—-6= r+2s
—1==2r+ s
et ) ) ) 4 13
Yhtéloparin ratkaisuksi saadaan laskimella » = —g ja s= —? )

Siis

—6i — ] =r(7+sl;:—ic7—£l;.
5 5

Vastaus —67—7:—ic7—£5
5 5
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Muodostetaan yhtilo v =ra +sb +fc ja ratkaistaan kertoimet 7, s
ja t.
V=ra+sh+ic
251 +407 =15k =r(i +27)+s(i +k)+t(j —3k)
251 +407 =15k =ri +2r] +si +sk +1j -3tk
250 +407 —15k =ri +si +2rj +1j + sk — 3tk
251 +407 =15k =(r+s)i +2r+1)j +(s =30k

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtéloryhma.

25= r+s
40=2r+ t
-15= s—3t

Yhtéloryhmin ratkaisuksi saadaan laskimella »=16, s=9 ja
t=8.

Siis

V=ra+sb+ic=16a+9b +8C.

Vastaus v =16a+9b +8C
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Vektorin @ =24i —134 pituuden lauseke on

@] = 24 + (~131)* = /576 +169¢*.

Vektorin b =12¢i —25j pituuden lauseke on

b]=(120)* +(-25)* =~/1441> +625.

Muodostetaan yhtils |a|= |l7 | ja ratkaistaan vakion ¢ arvo

laskimella.

J576 1697 = 1447 + 625
tzz tai t:—l
5 5

Siis vektorit @ ja b ovat yhti pitkét, kun t=% tai t=—%.

Vastaus t= Z tai = —Z
5 5
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Kolmio on suorakulmainen, jos jokin sen kulmista on suora.

Tarkastellaan vektoreita, jotka méédrddvit kolmion sivut. Kolmion
sivut madraytyvat vektoreista @ =3i —5j, b =13i +j jandiden
erotusvektorista
a-b=31-5-(13i +7)
37571377
=—10i —6.

Kolmion kulma on suora, jos kulmasta ldhteviét tai sithen tulevat
sivuvektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan eli jos niiden
pistetulo on nolla.

Lasketaan sivuvektorien pistetulot.

Ensimmainen kulma:
a-b=3i-5j)-(137 +))
=3-13-5-1=34
Toinen kulma:
a-(@-b)=3i -5/)-(-10i —=6))
=3-(-10)-5-(-6)=0
Huomataan, ettd kolmiossa on suora kulma, joten kolmio on

suorakulmainen. (Koska loydettiin suora kulma, kolmannen
vektoriparin pistetuloa ei tarvitse laskea.)

Vastaus on
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Pisteiden A(5,2) ja B(19,-5) vilinen vektori AB on

AB=(19-5)i +(-5-2)]
=14i -7;.

Piste P jakaajanan AB suhteessa 1 : 6. Yhteensd jakovélejd on siis

1 +6=7,japisteeseen P padstddn pisteestd 4 kulkemalla %

vektorista 4B . Muodostetaan pisteen P paikkavektori.
- - l -
OP =0A+ 5 AB
- - 1 - -
=50 +2j +7(14l -77)

=51 +2j+2i — )
=7i +j

Siis piste P on (7,1).

Vastaus  (7,1)
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a) Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.

a-b=(—6i +27)-(-4i —97)
=—6-(—4)+2-(-9)
=24-18
=6

Koska pistetulo @-b # 0, niin vektorit eivit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

b) Lasketaan vektorien a ja b pistetulo.

a-b=0G+2j-k)(-i —j-3k)
=1-(=1)+2-(=1)=1-(-3)
=—1-2+3
=0

Koska pistetulo @-b = 0, niin vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

eivit ole kohtisuorassa

Vastaus  a) =6,
=0, ovat kohtisuorassa

b
b) @a-b
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a) Kolmio on suorakulmainen, jos jokin sen kulmista on suora.

Merkitéén karkipisteitd A(-2,3,1), B(4,1,-1) ja C(-1,7,2).
Muodostetaan vektorit, jotka madradvét kolmion ABC sivut.

AB=(4-(=2))i +(1-3)] +(-1-Dk
=61 —2] -2k

AC =(-1—(=2))i +(7-3)] +(2-Dk
=7 +4]+k
BC=(-1-4)i +(7-1)j +2—-(-1)k
=51 +6; +3k
Lasketaan sivuvektorien pistetulot.
AB-AC =(6i =27 -2k)-(i +4] +k)
=6-1-2-4-2.1=—4
AB-BC = (61 —=2j —2k)-(=51 +6 +3k)
=6-(-5)-2-6-2-3=—48
AC-BC=(i +4] +k)- (=51 +6] +3k)
=1-(-5)+4-6+1-3=22

Yksikddn pistetuloista ei ole nolla, joten kolmion mikéddn kulma
el ole suora. Siten kolmio ei ole suorakulmainen.



b) Kolmio on suorakulmainen, jos jokin sen kulmista on suora.

Merkitddn karkipisteitd A(-1,3,0), B(2,-1,1) ja C(0,6,9).
Muodostetaan vektorit, jotka madradvét kolmion ABC sivut.

AB=(2—-(-1))i +(-1-3)7+(1-0)k
=37 —4j+k

AC=(0-(=1))i +(6-3)7 +(9-0)k
=7 +3/+9%
BC =(0-2)i +(6—(-1))] +(9-Dk
=20 +7]+8k
Lasketaan sivuvektorien pistetulot.
AB-AC =30 -4 +k)-(i +3] +9k)
=3.1-4-3+1-9=0

Koska pistetulo AB-AC =0, niin sivut 4B ja AC ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan. Siten kolmio on suorakulmainen.

(Koska suorakulma 16ydettiin heti, muiden sivuvektorien

pistetuloja ei tarvitse laskea.)

Vastaus  a) eiole
b) on
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Lasketaan pistetulo ja vektorien pituudet.

a-b=2i -3 —4k)-(-i +2] +7k)
=2-(-1)-3-2-4-7=-36

@ = /2% +(-3)* +(—4)* =29
B =y(=1)’ +2°+7* =54 =36

Lasketaan vektorien vilinen kulma.

cos(@,5) = a-b -36 12
|a||b| V2936 174
«(@,b)=cos™ \/_)—155 46...° ~ 155°

Vastaus 155°



K29

Kolmion suurin kulma on pisimmaén sivun vastainen kulma.
Muodostetaan kolmion sivuja vastaavat vektorit ja lasketaan niiden
pituudet.

Sivu 4B:

AB=(0—(-3))i +(4—(-1))] =37 +5]

|E|=\/32+52 —/34 %58
Sivu AC:

AC=(B=(3)i +(2—(-1)j =6i +3]

|A_C|:x/62+32 —J45 =35 ~6,7
Sivu BC:

BC=(3-0) +(2-4)] =3i -2

|B_C|=«/32+(—2 2= J13~3,6

Kolmion pisin sivu on AC, joten kolmion suurin kulma on
LB =<x(-A4B,BC).



Lasketaan pistetulo ja vektorien vdlinen kulma.

—AB-BC =(-3i —=57)-(31 =27)
=-3.3-5.(=2)
—1

—AB-BC 1 1

cos(—AB, BC) = —— = =
( ) |—AB|BC 3413 442

«(—AB,BC) =cos™' ~87°

1
——)=87,27..°
(\/442)

Kolmion suurin kulma on 87°.

Vastaus 87°
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Midritetisn ensin suunnikkaan sivuvektorien @ =27 + j +4k ja
b =—i +3 +k vilinen kulma. Lasketaan vektorien pistetulo ja
vektorien pituudet.

a-b=Qi+j+4k)-(—1 +3]+k)
=2-(-1)+1-3+4-1
=5

a|=v22+1 +4* =421
B] = J(=1)* +3* + 17 =11

Lasketaan sivuvektorien vélinen kulma.

cos(@,b) = ab _ >
0 falp| 21Vt
<(a,17)=cos1(%):70,79...%710

Suunnikkaan vastakkaiset kulmat ovat yhtd suuret. Vierekkéiset
kulmat ovat toistensa vieruskulmat, joten lasketun kulman
vierekkdiset kulmat ovat suuruudeltaan 180°—71° =109°. Kaiken
kaikkiaan suunnikkaan kulmat ovat siis 71°, 109°, 71° ja 109°.

Vastaus  71°, 109°, 71° ja 109°
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Lasketaan ensin vektorin 2@ —5b pituuden nelié |2a_ —-5b |2 .

—2
2@ - 5b)|
=(a—-5b)-(2a-5b)
=2a-2a+2a-(-5b)—5b -2a—5b-(-5b)
=4a-a—-10a-b —-10a-b +25b -b
= 4a" -20a-b +25[p
=4.5-20-10+25-4
=300

|2

(Laskussa kéytettiin tietoja |cT | =35,

b|=4 ja @-b=10.)

Vektorin 2@ —5b pituus on

2@ - 5h|=~/300 =10+/3.

Vastaus 1 0\/5
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Midritetdén pistetulon @-b arvo. Tarkastellaan ensin nelioti
—2
Pﬁ+by

pa +b| =(2a+b)-Qa+b)
=2a-2a+2a-b+b-2a+b-b
=4a-a+2a-b+2a-b+b-b
=4laf +4a-b +[b

|2

Ratkaistaan yhtdlosté pistetulo a-b .
—2 2 — —2
|2c7+b| =4la| +4a-b +|b|

— 2 -2 —2

—~4a-b =4lal +[p| |2 +5)
=4.6°+5-13"=0

a-b=0

Koska pistetulo @-b onnolla, vektorit @ ja b ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Vastaus ovat
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Kéytetdédn laskuissa tietoa cos150° = —g.
a)
cT-l;:|c7||17|cos(E,l;)
=7-4-cos150°
:28-(—?):-14\/5
b)

—3a-5b =(=3-5)(@-b)=-15(a-b)
=—15-|c7||5|cos(c7,l7)
=-15-7-4-cos150°
:—420-(—?):210\5

¢)

2a-(@—-3b)=2a-a+2a-(-3b)
=2lal +@2-(-3))@-b)
=2.7 —6~|a_||Z;|cos(c7,l7)
=98-6-7-4-cos150°

B3

3
=98—-168-(—=
( 2)

— 08+ 8443

Vastaus  a) —144/3 b) 21043 ) 98+84+/3
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Lasketaan ensin vektorien @ =ti +2; ja b =i +3j pistetulo ja
vektorien pituudet.

a-b=ti +27)-(i +3))
=¢-142-3
=t+6

|E|=\/t2+22 =P +4
B =1* +3* =+/10

Jos vektorien @ ja b vilinen kulma on 45°, kulman kosini on

cos(a@,b) = cos45° = % . Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan se

laskimella.
E~E:|E||l;|cos(c_1,l;)
t+6=At+4 \/ﬁL
V2

t=-1 tan =4

Vastaus t=-1 tai t=4
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a) Merkitdédn pistettd (1,2,—1) kirjaimella 4. Paikkavektorin 04
lauseke on

OA=7+2j-k.

Suoran suuntavektori on ¥ =2i — j +k , joten suoran
vektoriyhtdloksi saadaan

OP=0A+v=1+2] -k +1(2i — ] +k),
missd ¢ on reaaliluku.

b) Pisteen (1,2,—1) kautta kulkevan suoran suuntavektori on

v =2i — j +k , joten suoran parametriesitys on

x= 1+2t
y= 2—1
z=—1+ ¢,

missd ¢ on reaaliluku.

Vastaus a) OP=1 +2j —k +#(27 — j +k ), missd ¢ on
reaaliluku.
x= 1+2¢
b) {y= 2-— t, missd ¢ on reaaliluku.
z=—1+ t
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Maiiritetddn ensin suoran vektoriyhtdld. Paikkavektorin OA lauscke
on

OA=1-7j+2k.

Suoran suuntavektori on v =—i + j + 3k , joten suoran
vektoriyhtdloksi saadaan

OP=0A+tv =17 — ] +2k +t(—i + ] +3k),
missd ¢ on reaaliluku.
Suoralla oleva piste saadaan mééritettyéd, kun suoran vektoriyhtilossa

luvulle ¢ valitaan jokin arvo. Voidaan valita esimerkiksi =1 ja
=2.

Kun =1,
OP=T1 -] +2k+1-(—i + ] +3k)
=7 —j+2k—i+j+3k
=07 +0/ +5k.

Saadaan piste (0,0,5).



+2k +2-(—i + ] +3k)
+2k =27 +2] +6k
=—i +j +8k.

P=i—j
—7-F

Saadaan piste (—1,1,8).

Vastaus  esimerkiksi (0,0,5) ja (—1,1,8)
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Maédritetdén ensin suoran parametriesitys.

Pisteen (-3,5,0) kautta kulkevan suoran suuntavektori on

Vv =—i + j + 3k , joten suoran parametriesitys on

x=-3-1
y= 5+t
z= 3t,

missa ¢ on reaaliluku.

Suoran ja yz-tason leikkauspisteen x-koordinaatti on nolla, joten
leikkauspiste on muotoa (0, y,z). Ratkaistaan parametri .

x=-3-t
0=-3-1
t=-3

Lasketaan leikkauspisteen y- ja z-koordinaatit.

y=5+t=5-3=2
z=3t=3-(=3)=-9

Leikkauspiste on (0,2,-9).

Vastaus  (0,2,-9)
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Muodostetaan pisteiden A(3,-3,6) ja B(8,-8,16) kautta kulkevan
suoran suuntavektori.

AB =(8-3)i +(-8—(=3))j +(16—6)k
=57 —57+10k

Muodostetaan suoran 4B parametriesitys.

x= 3+ 5t
y=-3- 5t
z= 6+10¢,

missd ¢ on reaaliluku.

Muodostetaan pisteiden C(15,5,-5) ja D(12,4,—4) kautta
kulkevan suoran suuntavektori.

CD=(12-15)i +(4=5)] +(-4—(=5)k
=-3i —j+k

Muodostetaan suoran CD parametriesitys.

x=15-3s
y= 5—3=s
z=-5+ s,

missd s on reaaliluku.



Suoran leikkauspisteen (x,y,z) koordinaatit toteuttavat molemmat

parametriesitykset. Muodostetaan yhtdloryhma4 ja ratkaistaan se
laskimella.

3+5t=15-3s
-3-5t=5-5s
6+10t=-5+s

Yhtéloryhmaén ratkaisu on ¢ = —% ja s=5.

Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit esimerkiksi sijoittamalla
s =5 suoran CD parametriesitykseen.

x=15-3s=15-3-5=0
y=5-5=5-5=0
z=-5+5=-5+5=0

Leikkauspiste on origo (0,0,0).

Vastaus  (0,0,0)
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x= 1+2¢
Suoran {y= 3¢ suuntavektorin komponentit ovat luettavissa
z==-2+1

parametrin ¢ kertoimista, joten (yhdeksi) suuntavektoriksi saadaan
w=2i +3j +k .

x=3-3s
Vastaavasti suoran <y =2 suuntavektorin komponentit ovat
z=1+3s

luettavissa parametrin s kertoimista, joten suuntavektoriksi saadaan
V=—i+3k.

Lasketaan suuntavektorien pituudet ja pistetulo.

#|=v22+32+1” =14
[7]=y(=1)’ +3* =410

-v=020+3]+k) (=i +0] +3k)
—2.(-1)+3-041-3
=1



Lasketaan suuntavektorien valisen kulman suuruus.

cos(UV)=ﬁ.v= ! _ |
U lale] Viavio 2435

<(u,v)=cos'( \/_) 85,15...° =~ 85°

Koska saatu suuntavektorien vélinen kulma on terévé, kysytty
suorien vdlinen kulma on my6s 85°.

Vastaus 85°



K40

a) Pisteen A(4,-3,5) paikkavektorion OA=4i —3] +5k .
Pisteen 4 kautta kulkevan tason suuntavektorit ovat
=20 —j+5k ja v=-37 +6; —8k . Tason vektoriyhtiloksi
saadaan

OP=0A+ s+ =41 —=3] +5k +s(21 — j +5k)+1(=3i +6; —8k),

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

b) Taso sisiltdd pisteen A(4,-3,5) jasilla on suuntavektorit
w=2i —j+5k ja v=-30 +6/ —8k, joten tason
parametriesitys on

x= 4+4+25-3¢
y=-3— 5+6¢
z= 5+5s5s-8t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

Vastaus  a)
OP =47 =37 +5k +s(2 — j +5k)+ (=37 +6] —8k),
missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.
x= 4+2s-3t
b) < y=-3— s+6¢, missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.
z= S5+5s-8t
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x=-8+4t
a) Suoran < y= 2-3¢ suuntavektorin komponentit ovat
z= 3+t
luettavissa parametrin ¢ kertoimista, joten (yhdeksi)

suuntavektoriksi saadaan 47 —3; +k . Koska taso on

kohtisuorassa suoraa vastaan, kyseinen suuntavektori voidaan
valita tason normaalivektoriksi.

Tason yhtdlon koordinaattiyhtdldé on muotoa
a(x—x,)+b(y—-y,)+c(z—z2,)=0,

missé nyt pisteen 4 koordinaatit x, =4, y,=-3 ja z,=-1
sekd normaalivektorin kertoimet a=4, b=-3 ja c=1.

Sijoitetaan koordinaatit ja kertoimet ja sievennetdin
koordinaattiyhtdld normaalimuotoon.

a(x—xy)+b(y—y,)+c(z—2z)=0
4-(x=-49)=-3-(y-(=3)+1-(z=(=1))=0
4x-16-3y-9+z+1=0
4x-3y+z-24=0



b) Tason ja y-akselin leikkauspiste on muotoa (0, y,0). Sijoitetaan
pisteen koordinaatit tason yhtdloon ja lasketaan y-koordinaatin

arvo.
4x-3y+z-24=0
4.0-3y+0-24=0
-3y =24
y=-8

Leikkauspiste on (0,—8,0).

Vastaus a) 4x—-3y+z-24=0
b) (09 _89 0)
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Pisteen (6,—2,—-8) kautta kulkevan suoran suuntavektori on

i =—-21 + j +3k , joten suoran parametriesitys on

xX= 6-2r
y==2+r
z=-8+3r,

missa r on reaaliluku.

x= 2+s5+2t
Maiiritetddn suoran jatason <y =-1+s+ ¢ leikkauspiste. Suoran
z= 1+ 3t

ja tason leikkauspisteen (x,y,z) koordinaatit toteuttavat seké tason

ettd suoran parametriesityksen. Muodostetaan yhtidloryhma ja
ratkaistaan se laskimella.

6-2r= 2+s+2t
2+ r=-l+s+ t
—8+3r= 1+ 3¢

Yhtéloryhmin ratkaisuon r=2, s=2 ja t=-1.



Koska yhtdloryhmalld on ratkaisu, suora ja taso leikkaavat toisensa.
Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit esimerkiksi sijoittamalla arvo
r =2 suoran parametriesitykseen.

X=6-2r=6-2-2=2
y=-"2+4+r=-2+2=0
z=—8+3r=-8+3-2=-2

Leikkauspiste on (2,0,-2).

Vastaus  (2,0,-2)
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Tason suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit AB ja AC.
Muodostetaan vektorien lausekkeet.

AB=(2-1i +(0—(=1))] +(1-2)k
=i+j—-k

AC=(-1-Di +2-(-1)j+(3-2)k
=20 +3j+k

Taso siséltdd pisteen A(1,—1,2) ja silld on suuntavektorit i + j —k

ja =27 +3j +k , joten tason parametriesitys on

x= l+s-2t
y=—l+s+3¢
z= 2—-s+1,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

Tason ja y-akselin leikkauspiste on muotoa (0, y,0). Mééritetddn
parametrien s ja ¢ arvot sijoittamalla parametriesityksen
ensimmadiseen ja viimeiseen yhtdloon x=0 ja z=0 ja
ratkaisemalla yhtdlopari laskimella.

O0=1+s-2¢
0=2-s5+1¢

Yhtéloparin ratkaisuon s=5 ja ¢t=3.



Lasketaan leikkauspisteen y-koordinaatti parametriesityksen
keskimmaisen yhtédlon avulla.

y=—1+s+3t
=-1+5+3-3
=13

Leikkauspiste on (0,13,0).

Vastaus  (0,13,0)
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Merkitddn kysyttyé tasoa kirjaimella 7.

Koskataso T jataso 2x—y+4z—1=0 ovat yhdensuuntaiset,
myo0s niiden normaalivektorit ovat yhdensuuntaiset.

Muuttujien kertoimista voidaan lukea, ettd yksi tason
2x—y+4z—-1=0 normaalivektori on 27 — j +4k . Kyseinen
vektori voidaan valita my0s tason 7 normaalivektoriksi.

Tason yhtdlon koordinaattiyhtdlé on muotoa
a(x—x,)+b(y—y,)+c(z—2,)=0,

missd nyt tason sisdltdman pisteen koordinaatit x, =8, y,=-5 ja

z, =7 sekd normaalivektorin kertoimet a=2, b=-1 ja c=4.

Sijoitetaan koordinaatit ja kertoimet ja sievennetdin
koordinaattiyhtild normaalimuotoon.

a(x—x))+b(y—y,)+c(z—z)=0
2-(x=8)-1-(y=(-5)+4-(z—-7)=0
2x—-16—y—-54+4z-28=0
2x—y+4z-49=0

Tason 7' yhtdlo onsiis 2x—y+4z—-49=0.

Vastaus  2x—y+4z-49=0
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a) Merkitdédn suoran pistettd (9,-3,4) kirjaimella 4 ja suoran

suuntavektoria 37 —27 +2k kirjaimella .

Olkoon Q se suoran piste, joka on
lahimpéna pistettd P(1,0,2).
Talloin vektori @ on
kohtisuorassa suoraa vastaan.

Suoran suuntavektori on

5 =30 -2 +2k jasuora kulkee
pisteen A(9,-3,4) kautta, joten
suoran parametriesitys on

x= 943t
y=-3-2¢
z= 4+2¢,

missa ¢ on reaaliluku.

Piste O on suoralla, joten pisteen O koordinaatit toteuttavat
suoran parametriesityksen ja voidaan merkitd

0=09+3t,-3-2t,4+2¢).
Muodostetaan vektorin @ lauseke.

PO =(9+43t—1)i +(-3-2t—0)j +(4+2t-2)k
= (8+31)i +(-3-20)] +(2+20)k



b)

Koska vektori PQ on kohtisuorassa suoraa vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria s vastaan, ja vektorien
pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan parametrin
¢t arvo.

PO-5=0
(8+31)i +(=3-20)7 +(2+20)k)-(31 =27 +2k)=0
(8+31)-3+(-3-2£)-(-2)+(2+2)-2=0
17¢t+34=0

t=-2

Lasketaan pisteen Q koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin
arvo t=-—2 suoran parametriesitykseen.

X=9+3t=9+3-(-2)=3
y=-3-2t=-3-2-(-2)=1
z=4+2t=4+2-(-2)=0

Siten piste (3,1,0) on suoran pisteistd lahimpané pistettd P.

Pisteen P etdisyys suorasta on pisteiden P ja Q vilinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO=03-1i +(1-0)j +(0-2)k =2i +j -2k

|@|=«/22+12+(—2 2=J9=3

Pisteen P etdisyys suorasta on 3.

Vastaus a) (3,1,0) b) 3



K46

a) Olkoon Q se tason piste, joka on ldhimpéna pistettd P. Talloin
vektori PQ on kohtisuorassa tasoa vastaan.

Tason suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit AB ja AC.

AB=(3-4)i +(5-(=2))j +(5-0)k
=—1+7j+5k

AC=(-1-4)i +3=(-2))j +(1-0)k
=5 +5/+k

Taso sisdltdd pisteen A(4,-2,0) ja silld on edelld lasketut
suuntavektorit, joten tason parametriesitys on

x= 4- s5-5¢
y=—2+4+Ts+5t
z= 58+ t,

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

Piste O on tasossa, joten pisteen Q koordinaatit toteuttavat
tason parametriesityksen ja voidaan merkitd

O=@4-5-5,-2+7Ts+5t,55+1).



Muodostetaan vektorin @ lauseke.

PO=(4—5-51-2) +(—2+Ts+5t—(=3))] +(3s+1—-8)k
=(2-5-5t)i +(1+7s+50)] +(-8+5s+ 1)k

Koska vektori @ on kohtisuorassa tasoa vastaan, niin se on
kohtisuorassa tason molempia suuntavektoreita

AB = —i +7] +5k ja AC = —5i +5) +k vastaan.
Muodostetaan yhtélopari ja ratkaistaan parametrien s ja ¢ arvot
laskimella.

PO-AB=0
PQ-AC=0

(2=s5=500 +(1+7s+5)] +(-8+5s+1)k)-(—i +7j +5k)=0
(2—5—=50)7 +(1+7s+5t)] +(-8+5s+1)k)- (=51 +5] +k)=0

2-s=5)-(-D+(1+7s+5t)- 7T+ (-8+5s+1)-5=0
(2-5-5t)-(-5)+(A+Ts+5t)-5+(—8+5s+1)-1=0

755 +45t-35=0
455 +51t-13=0

Yhtéloparin ratkaisu on s :§ ja t= —l.

3



Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saadut
. 2 . 1 .
parametrien arvot s = g ja t= —g tason parametriesitykseen.

x:4—s—5t:4—%—5-(—l)=5
3 3

y:—2+7s+5t:—2+7-%+5-(—§):1

z=5s+t=52-1_3
33

Saadaan piste (5,1,3).

b) Pisteen P etdisyys tasosta on pisteiden P ja Q vélinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO =(5-2)i +(1-(-3))] +(3-8)k
=37 +4j -5k

|@|= 3+ 47 +(=5) =/50 =52

Pisteen P etdisyys tasosta on 52

Vastaus a) (5,1,3)

b) 5v2
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Olkoon vektorien @ =17 +; ja b=-2i —3; alkupiste origo.
T&lloin kolmion kérjet ovat pisteissd 0(0,0), A(1,1) ja B(-2,-3).

On laskettava origosta piirretyn korkeusjanan pituus eli origon
etdisyys pisteiden 4 ja B kautta kulkevasta suorasta.

Suoran suuntavektoriksi voidaan valita vektori BA.
BA=(1-(-2)7 +(1-(-3))]
=3i +4;

Suoran suuntavektori on

BA=3i +4; jasuora kulkee
pisteen A(1,1) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x=1+3¢
y =144,

missa ¢ on reaaliluku.

Olkoon Q sesuoran AB piste,
joka on ldhimpéni origoa O.

Télloin vektori @ on
kohtisuorassa suoraa 4B vastaan.




Piste O on suoralla, joten pisteen O koordinaatit toteuttavat suoran
parametriesityksen ja voidaan merkiti

O=01+31+41).
Pisteen Q paikkavektori @ on
00 =(1+3t)i +(1+40)] .

Koska vektori OQ on kohtisuorassa suoraa AB vastaan, niin se on

kohtisuorassa suoran suuntavektoria BA vastaan, ja vektorien
pistetulo on nolla. Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan parametrin ¢
arvo.

00-BA=0

(A+36)i +(1+46)7)-3i +4/)=0
(I+3t)-3+(1+41)-4=0
25t+7=0

7
25

Lasketaan pisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu parametrin arvo

7 .
t= —2—5 suoran parametriesitykseen.

x=143 =143 () =
25’25

7 3
=1+4t=1+4-(-——)=——
4 35725



Siten piste (%,—%) on suoran AB pisteistd lahimpana origoa.

Origon etdisyys suorasta on origon ja pisteen Q vilinen etdisyys eli

pisteen Q paikkavektorin @ = i?—ij_’ pituus.
25 25
A 4 2 3 2 25 1
O = —_— +(—— = _—
| Q| \/(25) ( 25) 625 5

. . . . : 1
Origon etdisyys suorasta eli kysytty korkeusjanan pituus on 3

Vastaus l
5
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a) On osoitettava, ettd jana DE sivun AB kanssa yhdensuuntainen

ja sen pituus on 5 sivun 4B pituudesta. Pitda siis osoittaa,

etti ﬁ:%ﬁ.

Muodostetaan vektori DE .

DE =DC +CE

_27c+2CB
3 3

zg(A—aﬁ)

_27B
3

On siis osoitettu, ettd DE = %E . o



b) Nelikulmio DEGF on puolisuunnikas, jos sivut DE ja FG
ovat yhdensuuntaiset.

Muodostetaan vektori FG .

FG=FC+CG
_1gc1cs

3 3
:%(A_C+@)

_175
3

Koska F_G=§AB ja ﬁ=%ﬁ,niin

7:%@:2%@:2}*—&

Siten sivut DE ja FG ovat yhdensuuntaiset, joten nelikulmio
DEGF on puolisuunnikas. o
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A B

Tutkitaan oheisen kuvan suunnikasta ABCD. Merkitdin @ =sAC
ja @ = (BP, missi s ja t ovat reaalilukuja. Kertoimien s ja ¢
selvittimiseksi tarvitaan vektoriyhtilo, joten esitetddn vektori E
kahdella eri tavalla. Valitaan kantavektoreiksi 4B ja AD.

AQ =sAC
= s(AB + BC)
=s(AB+ AD)=sAB + sAD

AQ = AB+BQ = AB +tBP
= AB+t(BC + CP)

EH@%@):EH@%R)
=E+t@_§m:@+@_§@

:(pétmﬂﬁ



Muodostetaan yhtalo.

10- 140
sﬁﬂmz(l_%tmﬂm

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

S=1—ll‘
3

s=t

Yhtéloparin ratkaisuksi saadaan (esim. laskimella) s =% ja t =%

Siten A_Q =sAC = %A_C , joten piste O jakaa ldvistdjan AC

suhteessa 3 : 1.

Vastaus suhteessa 3 : 1



Tekija e Pitkd matematiikka4 e 20.12.2016

M1
r+ 3=1
Yhtéloryhmin <2s+12=0 keskimmadisestd yhtédlostd saadaan
35-18=0

muuttujalle s ratkaisu

2s+12=0
2s =—12
s =—0.

Viimeisestd yhtdlostd saadaan

35s—18=0
3s =18
s =6.

Koska muuttujalla s ei ole yksikésitteistd ratkaisua, joka toteuttaisi
yhtiloryhmaén kaikki yhtdlot, yhtdloryhmalla ei ole ratkaisua.

Vastaus c



M2

v SN
N

Vektorit ovat toistensa vastavektorit, jos ne ovat vastakkaissuuntaiset
ja yhta pitkat. Vektorin # vastavektori on vektori ¢ .

Vastaus c

M3

Siirretddn vektori v alkamaan samasta
pisteestd kuin vektori # . Ndhdéén, etti

i
1
1
. —_ . — g ]
vektorien # ja v vilinen kulma !
muodostuu suorakulmasta ja j /ﬂ
suorakulman puolikkaasta. Siten
v

<(if,7) =90° +45° = 135°

Vastaus b



M4

]
I
<|
I
<

Vastaus C

M3

Vektori # on %kertaa niin pitkd

kuin vektori @ ja sen kanssa
vastakkaissuuntainen, joten

T /
3 !

Vastaus C

a

=-3u-2v

Q|

Vastaus b




M7

Pisteen x-koordinaatti on sen paikkavektorin i -suuntaisen
komponentin kerroin ja y-koordinaatti j -suuntaisen komponentin
kerroin. Siten pisteen (2, a +1) paikkavektori on

2i +(a+1)j=2i+aj+j=2i+]+aj.

Vastaus b ja ¢

M8

[V] = |-127 +357]| = \(-12)* + 35" =144 +1225 = /1369 = 37

Vastaus b

M9

Voidaan huomata, ettd . Siten vektorit ovat yhdensuuntaiset ja
erityisesti vastakkaissuuntaiset, koska

Vastaus a ja ¢



M10

Vektorin —3i +4 pituus on

37 +47|=(-3) +4* =9 +16 =25 =5.
10 pituusyksikon siirtyminen vastavektorin suuntaan tarkoittaa siis

sitd, ettd kuljetaan vektori —2-(=3i +4;)=6i —8 . Pdadytiin
pisteeseen (6,-8).

Vastaus b

M11

Pisteen x-koordinaatti on sen paikkavektorin i -suuntaisen
komponentin kerroin, y-koordinaatti j -suuntaisen komponentin

kerroin ja z-koordinaatti k -suuntaisen komponentin kerroin. Siten
pisteen (3,0,7) paikkavektorion 3i +0; +7k =37 + 7k .

Vastaus C



M12

a—b=20-47+k—(1 +5] —6k)
=2 4] +k-i-5]+6k
=7-97+7k

tai

b-a=1i+5]—6k—(2i —4j +k)
=7 +5]—6k-2i +4]—k
=—i+95 -7k

Vastaus b ja c

M13

=27 +3k| =1 +(-2)° +3* =1+4+9 =14

Vastaus c



M14

Vektorit ovat yhdensuuntaiset tismélleen silloin, kun 16ytyy
sellainen nollasta eroava reaaliluku r, ettd . Tutkitaan, onko
yhtilolla ratkaisua.

7-§7+3E:r(—37—7+91?)
i —5] +3k =-3ri —rj +9rk

Koska komponenttiesitys on yksikasitteinen, saadaan yhtéléryhma.

1=-3r
1
————p
3
3=9r

1
r=—=
3
1
r=—
3
1
r=—
3

Nahdaan, ettd yksikasitteistd ratkaisua ei 10ydy. Siten vektorit eivét
ole yhdensuuntaiset vaan erisuuntaiset.

Vastaus c



M15

Lasketaan pistetulot. Vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos
niiden pistetulo on nolla.

(2i =37 —k)- (27 +3] +k)
=2.(-2)-3-3-1-1=-14
(27 =37 —k)-(1 =37 +2k)
=2.1-3-(-3)-1-2=9

(27 =37 —k)- (47 +27 +2k)
=2.4-3.2-1.2=0

Kohtisuora vektori on 47 +27 + 2k .

Vastaus C

M16

Tarkastellaan neliota |47 -b |2 )

Siten 2a-b = |af’ +[p[ ~[a-b] =5*+12° =13 =0, joten
ab=0.

Vastaus a



M17

Ratkaistaan tehtidva graafisesti.

Kuvan perusteella kolmio on terdvikulmainen.

Vastaus a

M18

E-l;:|c7||17|cos(c7,l;)
=|c_z||l7|-cos91°
~-0,017-[a][p|

Pituudet |a| ja |5| ovat positiivisia, joten pistetulo @-b on

negatiivinen.

Vastaus b



M19

Merkitédén pisteitd A(7,0,-8) ja B(6,5,—8). Suoran

suuntavektoriksi voidaan valita vektori AB .

AB=(6-T7)i +(5-0)] +(-8—(-8))k
=—i +5j+0k
=—i+5)

Vastaus b

M20

Suora kulkee pisteen (7,0,—8) kautta ja suoran suuntavektori on

edellisen tehtivin perusteella —i +57 =—i +5/ + 0k , joten suoran
parametriesitys on

x=T7—1
y= St
z=-8,

missa ¢ on reaaliluku.

Vastaus c



M21

Taso kulkee pisteen (1,0,1) kautta ja sen suuntavektorit ovat
—i +2j ja 7+ j—k,joten tason parametriesitys on

missd s ja ¢ ovat reaalilukuja.

Vastaus a

M22

Muuttujien kertoimista voidaan suoraan lukea, ettd yksi tason
2x—y+3z-5=0 normaalivektori on 2i — j +3k . Toisaalta myds
vastavektori —27 + j —3k kiy normaalivektoriksi yhtd hyvin.

Vastaus a ja b



M23

Pisteen P(—2,3,1) etdisyys xz-tasosta on 3 (y-koordinaatin arvo).

Vastaus C



M24

12

mm————
~

Pisteen P(5,—-15,12) etidisyys y-akselista saadaan laskettua
Pythagoraan lauseella.

V5 +12° =169 =13

Vastaus a



Tekija e Pitkd matematiikka4 e 20.12.2016

Al

]|

a) Kuvan perusteella CB=-7.

b) HC=HG+GC=u—-w

I
<|
+
<|
|
=l

C) EC=EH+HG+GC=v+u—w

Vastaus  a) CB =—v
=uU—-w
¢) EC=u+v—w



A2

Ratkaistaan yhtilostd 3(@+b)—(a2—b)=0 vektori a.

3a+3b-a+b
20 +4b =
2a =—4b
a=-2b

Koska kerroin —2 on negatiivinen, vektorit @ ja b ovat
vastakkaissuuntaiset. Vektori @ on kaksi kertaa niin pitké kuin

vektori b .

Vastaus  Vektorit @ ja b ovat vastakkaissuuntaiset.
Vektori on kaksi kertaa niin pitkd kuin vektori 5 .



A3

On etsittdvi sellaiset luvut 7 ja s, ettd

Muokataan yhtdloa.

8a—15b =r(a—b)+sb
8a—15b =ra—rb +sb
84 —15b =ra +(-r+s)b

Komponenttiesitys on yksikésitteinen, joten vektorien a ja b
kertoimien on oltava yhtd suuret yhtdlon molemmilla puolilla.

ro =8
-r+s=-15

Ylemmastd yhtélostd ndhdddn suoraan, ettd r=8.
Ratkaistaan s alemmasta yhtalosta.

-r+s=-15
s=—15+r=-15+8=-7

Siis
8a—15b =r(@a—b)+sb

=8(a—b)—7b.

Vastaus 87 —15b =8(a—b)—7b



A4

Vektori @ =3i —j, joten

@] =3 + (-1’ =9 +1=410.
Vektori b =5i —57 , joten

B (5 V2525 = S0 =22 =54
Vektori a+b =37 —j +5i —5] =81 —6 , joten

@ +b| =8> +(=6)° =/64+36 =100 =10.

Vastaus  [a|= Jio,

a+z7|=10



AS

a) Pisteiden 4=(2,3) ja B=(5,—1) vilinen vektori AB
saadaan vihentdmaélld loppupisteen koordinaateista alkupisteen
koordinaatit.

AB=(5-2)i +(-1-3)j
=37 - 47

b) Lasketaan vektorin  pituus.

|Zﬂ=wbﬁue®2=J9+M=nﬁ§=5

Vektorin AB suuntainen yksikkdvektori on

AB = -AB
AB

1 - = 3= 4-

=—(3i —4))=27 ——.

5 J=35i=5]

Siten yksikkovektori @, joka on vastakkaissuuntainen vektorin
AB kanssa, on

G=-AB =-37+27
5 5

Vastaus a) AB=3i —4]

3- 4-
b) a=—2i +—j
) sit5d



A6

a) Pisteen x-koordinaatti on sen paikkavektorin i -suuntaisen
komponentin kerroin, y-koordinaatti j -suuntaisen

komponentin kerroin ja z-koordinaatti k -suuntaisen
komponentin kerroin. Siten pisteen A(2,—4,4) paikkavektori
on

OA=27 —47 +4k .
b) Merkitddn loppupistettd kirjaimella B.
Vektorin OA=2i —4 +4k pituus on

|@|=J22+(—4)2+42 = J4+16+16=+/36=6.

Kolmen pituusyksikon siirtyminen vastaa siis sitd, ettd kuljetaan
puolet vektorista OA.

Maédritetddn loppupisteen B paikkavektori.
R 1 R
OB =—-04
2
1 - ry T
=E(2l —-4j +4k)
=7 -2j+2k

Paadytién siis pisteeseen B =(1,-2,2).

Vastaus ~ a) OA=2i —4] +4k
b)



AT

a) On selvitettdva alkupiste A4, kun kuljetaan vektori

AB =171 -7 +19k ja paadytiin pisteeseen
Pisteen B(5,-5,40) paikkavektori on

Muodostetaan pisteen A4 paikkavektori.

0A=0B-AB A

=50 =57 +40k —(177 — ] +19%k)
=5i =57 +40k —17i +j —19k
=—12i —4j +21k

Alkupiste on siis  A(—12,—4,21).

b) Madritetddn pisteen D paikkavektori.

OD=0B+24B
=51 =57 +40k +2(177 = +19%)
=57 =57 +40k +347 —27 +38k
=397 —7] +78k

Saadaan siis piste D(39,-7,78).

Vastaus a) A(-12,-4,21)
b)



A8

a)

b)

Lasketaan vektorien @ ja  pistetulo.

Koska pistetulo a-b =0, niin vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Lasketaan vektorien @ ja b pistetulo.

ab=>0+k)(-i+))
=1 +07+k)-(—i +j+0k)
=1-(=1)+0-1+1-0
=-1+0+0
=1

Koska pistetulo @ -b # 0, niin vektorit eivit ole kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Vastaus  a) ovat kohtisuorassa

b) eivit ole kohtisuorassa



A9

Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset tismilleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku 7, etti @ =rb .

Tutkitaan, onko yhtdlolld a = rb , r+#0, ratkaisu joillain vakion ¢
arvoilla.

a
2i —j=r(ti +3))
2i —j=rti +3rj

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.
2=rt
-1=3r

Alemmasta yhtédlostd saadaan ratkaisu » = 3 Sijoitetaan ratkaisu

ylempéén yhtdloon ja ratkaistaan ¢.

2=rt
rt =
—ll‘=2
3



Kun ¢=-6, vektoritovat @ =2i —j ja b=ti +3j =—6i +3] .

Koska tilloin @ =rb = —%I; ja —% < 0, niin vektorit ovat

vastakkaissuuntaiset.

Vastaus  Vektorit ovat yhdensuuntaiset, kun #=—6. Vektorit ovat
télloin vastakkaissuuntaiset.



Al0

Lausutaan vektorit BD ja P_Q vektorien BA ja AD avulla.
BD = BA+ AD
PQ=PA+AQ
LYy T, ——(BA+AD)
3 3
Nahdaan siis, ettd PQ EBD Tulos tarkoittaa, etté vektorit BD

ja @ ovat samansuuntaiset ja vektorin BD pituus on

kolminkertainen vektorin E pituuteen verrattuna.

Vastaus  BD=BA+AD. @%@+mw{m BD on

samansuuntainen ja kolme kertaa niin pitké kuin vektori

PQ.



Tekija e Pitkd matematiikka4 e 20.12.2016

B1

Voiman F suuruus F =250 N.

Lasketaan komponenttien suuruudet kuvan suorakulmaisesta
kolmiosta.

F
Cc0s56° =—*%

F =Fco0s56°=250 N-c0s56°=139,7.. N~140 N
F

sin56° = %
F

F,=Fsin56°=250 N-sin56°=207,2... N~ 210 N

Vastaus  F, ~140N ja F ~210N



B2

Merkitadn annettua suunnikkaan
sivavektoria @ =27 —j +3k ja
annettua lavistdjavektoria
a+b=4i +j—k,missi b on
toinen sivuvektori. Méaaritetdan
vektori b .

b=—a+(@+b)
=21 —j+3k)+4i +j -k
=20+ -3k+4i +j -k
=271 +2] -4k

Suunnikkaan toinen lavistdjavektorion b —a eli

b-a=2i +2j —4k —(21 — ] +3k)
=27 +2] -4k —20 +j -3k
=0i +3/ -7k
=3/ -7k.

Lasketaan molempien lavistdjien pituus.
@+b| =&+ +(=1)’ =16 +1+1=+18 =32 ~ 4,2
b —a| =3+ (=7 =/9+49 =58 7,6

Suunnikkaan lyhyemmaén ldvistdjén pituus on siis 32

Vastaus 3\/5



B3

Merkitddn pistettd, johon paddytdén kirjaimella B. Piste B saadaan
selville médrittdmalld sen paikkavektori OB . Selvitetdén ensin

pisteen A paikkavektori  ja vektorin @ suuntainen
yksikkdvektori
Pisteen A(—7,13,8) paikkavektorion OA4=-7i +13; +8k .

Vektorin @ =27 — j —2k pituus on

@) =\2° + (-1 +(-2)* =Va+1+4=9=3.
Vektorin @ suuntainen yksikkoévektori on

1 1l — = — 2= 1= 2-—
a'=—a=-Qi-j-2k)==i ——j—=k.
TR A e L
Maiiritetddn pisteen B paikkavektori.

AB=15-a"_ B

OB=04+15-a°
_ _ _ _ A
=-7i +13j +8k +15-(£i 1 '—%k)
3 373 2\ OB
=—71 +137 +8k +10f =5 —10k 0A
=37 +87 -2k o

Péaadytdin siis pisteeseen (3,8,-2).

Vastaus  pisteeseen (3,8,-2)



B4

Kolmio on suorakulmainen, jos jokin sen kulmista on suora.

Muodostetaan vektorit, jotka madradvét kolmion ABC sivut.

AB=(4—(-1))i +(-1-3)]
— 5747

AC=(1-(-1))i +(5-3)]
=2i +2j

BC=(1-4)i +(5-(-1))7
=-3i +6j

Lasketaan sivuvektorien pistetulot.

AB-AC = (51 —47)-(27 +27)
=5.2-4.2=2

AB-BC =(5i —47)-(-3i +6))
=5.(-3)-4-6=-39

AC-BC =(2i +27)-(-3i +6))
=2-(-3)+2-6=6

Yksikéén pistetuloista ei ole nolla, joten kolmion mikddn kulma ei
ole suora. Siten kolmio ABC ei ole suorakulmainen.

Vastaus el ole



BS

Kolmion suurin kulma on pisimmaén sivun vastainen kulma.
Muodostetaan kolmion sivuja vastaavat vektorit ja lasketaan niiden
pituudet.

Sivu 4B:

AB=(3-2)i +(0—(=3))j +(1=(=1)k =7 +3] +2k

|E|=\/12+32+22 =14 ~3,7
Sivu AC:

AC=(-1-2)i +(2=(=3))] +B=(=1))k ==37 +5] +4k

|A_C| = (=3 +5 +4% =50 =52 ~ 7,1
Sivu BC:

BC=(-1-3) +(2-0)] +(3-1)k =47 +27 +2k

|1_l;’_c|=w/(—4)2 +27+22 =24 =26 ~ 4,9

Kolmion pisin sivu on AC, joten kolmion suurin kulma on
<B =<«(-A4B,BC).



Lasketaan pistetulo ja vektorien vdlinen kulma.

—AB-BC =(—i —3] —2k)-(—41 +2] +2k)
=—1-(-4)-3-2-2-2
=6

~AB-BC -6 -3

4B[Bc] 1426 "1

cos(—E,B_C) =

«(—AB,BC) =cos™' (- =109,10...° ~109°

3
2421

Kolmion suurin kulma on 109°.

Vastaus 109°



B6

Kolme pistettd 4, B ja P ovat samalla
suoralla, jos esimerkiksi pisteiden viliset

vektorit AB ja AP ovat P
yhdensuuntaiset.

Pisteiden A(-2,0,—1) ja B(1,8,-3)

vilinen vektori 4B on

AB = (1-(-2))i +(8-0)] +(-3-(-1)k
=3i+8) —2k.

Pisteiden A(-2,0,—1) ja P(7,24,-7)

vilinen vektori AP on

AP =(7—(=2))i +(24-0)] +(-7—(-))k
=9i+24; —6k.

Vektorit AB ja AP ovat yhdensuuntaiset tdsmélleen silloin, kun
16ytyy sellainen nollasta eroava reaaliluku r, ettd AB=rAP.
Tutkitaan, onko yhtélolla AB=rAP , =0, ratkaisu.

AB=rAP
3i+87 —2k =r(9i+24] —6k)
3i+8) —2k =9ri +24r] — 61k



Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtialoryhma.

3=9r
8=24r
-2 =—6r

Ratkaistaan kaikista yhtéloistd 7.

Saatiin ratkaisu r :%, joten AB= %ﬁ Vektorit AB ja AP

ovat siis yhdensuuntaiset ja annetut kolme pistettd 4, B ja P ovat
samalla suoralla.

Vastaus on



B7

Muuttujien kertoimista ndhdéan, ettd yksi tason x—-5y+6z—-8=0

normaalivektori on 7 =7 —57 +6k .

Vastaavasti tason 2x+4y+3z—17=0 yksi normaalivektori on
p=2i +4] +3k .

Lasketaan normaalivektorien pistetulo.

n-p=( —-5]+6k)- (21 +4] +3k)

=1.2-5-4+6-3
=2-20+18
=0

Koska normaalivektorien pistetulo on nolla, vektorit ovat toisiaan
vastaan kohtisuorassa. Siten myos tasot ovat toisiaan vastaan
kohtisuorassa. [



B8

Suora kulkee pisteen A4(5,0,3) kautta ja sen suuntavektori on

5 =2i —5] +6k , joten suoran parametriesitys on

x=5+2t
y= =5t
z=3+6t,

missd ¢ on reaaliluku.

Taso kulkee pisteen B(2,—1,0) kautta ja sen suuntavektorit ovat

=20 +3k ja v=-37 +2j -3k, joten tason parametriesitys on

x= 2+42r-3s
y=-1 +2s
z= 3r—3s,

missd r ja s ovat reaalilukuja.
Suoran ja tason leikkauspisteen (x,y,z) koordinaatit toteuttavat

sekd tason ettd suoran parametriesityksen. Muodostetaan
yhtdloryhma ja ratkaistaan se laskimella.

Yhtiloryhmén ratkaisu on » = %, s = L ja t= 1 .



Koska yhtdloryhmalld on ratkaisu, suora ja taso leikkaavat toisensa.
Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit esimerkiksi sijoittamalla arvo
suoran parametriesitykseen.

x=5+2t:5+2-l=1—7
3 3

1 5
Y 303

z:3+6t:3+6%:5

Leikkauspiste on (?,—%,5) .

Vastaus (1?7 ,— > ,5)

3



B9

a) Muodostetaan pisteiden A(-12,1,5) ja B(-9,4,8) kautta
kulkevan suoran suuntavektori.

Muodostetaan suoran 4B parametriesitys.

x=—12+3t
y= 1+3t
z= 5+3t,

missd ¢ on reaaliluku.

Muodostetaan pisteiden C(-8,-1,5) ja D(-11,5,8) kautta
kulkevan suoran suuntavektori.

CD =(-11-(-8))i +(5—(=1))] +(8=5)k
=37 +6 +3k

Muodostetaan suoran CD parametriesitys.

x=-8-3s
y=-1+6s
z= 5435,

missd s on reaaliluku.



Suorien leikkauspisteen  koordinaatit toteuttavat molemmat
parametriesitykset. Muodostetaan yhtdloryhma4 ja ratkaistaan se
laskimella.

—12+3t=-8-3s
1+3t=-1+6s
54+3t=5+3s

Yhtéloryhmin ratkaisu on s = % ja t= %

Lasketaan leikkauspisteen koordinaatit esimerkiksi sijoittamalla

2 .
t=§ suoran AB parametriesitykseen.

x:—12+3t:—12+3-§:—10

y=1+3t:1+3%=3

z=5+3t:5+3%=7

Suorien leikkauspiste on (—10,3,7).



b) Merkitddn a-kohdassa laskettua suorien leikkauspistettd
kirjaimella P. Olkoon Q setason 5x+3y+z=1 piste, joka on

lahimpéna pistettd P. Talloin piste O on pisteen P kautta
piirretyn tason normaalisuoran ja tason leikkauspiste.

Normaalisuoran suuntavektoriksi voidaan valita tason
normaalivektori. Tason  yksi normaalivektori on
n=5i +3j+k.

Normaalisuora kulkee pisteen P(—10,3,7) kautta, joten suoran
parametriesitys on

x=-10+5r
y= 3+3r
z= T+ r,

missd r on reaaliluku.

Sijoitetaan lausekkeet tason yhtdloon  ja ratkaistaan
parametrin 7 arvo.

5.(=10+5r)+3-(3+3r)+(7T+7) =1
35r-34=1

r=1



Lasketaan leikkauspisteen O koordinaatit sijoittamalla saatu
parametrin arvo =1 normaalisuoran parametriesitykseen.

x=-10+5r=-5
y=3+3r=6
z=T+r=8

Pisteeksi Q saadaan (-5,6,8).

Pisteen P etdisyys tasosta on pisteiden P ja Q vélinen
etdisyys. Muodostetaan vektori PQ ja lasketaan sen pituus.

PO =(-5—(=10))i +(6-3)] +(8—7)k
=5 +3]+k

|@|=\/52+32+12 =35

Siis suorien 4B ja CD leikkauspisteen P etdisyys tasosta on

NEER

Vastaus a) (-10,3,7)

b) /35



B10

A B

Tutkitaan oheisen kuvan suunnikasta ABCD. Merkitdin E =sAP
ja D_taﬁ, missd s ja t ovat reaalilukuja. Kertoimien s ja ¢
selvittimiseksi tarvitaan vektoriyhtilo, joten esitetddn vektori @
kahdella eri tavalla. Valitaan kantavektoreiksi 4B ja AD .

A0 = s AP AQ = AD + DO
_ s(AD + DP) = AD +(DB
— 11— = AD + (DA + AB)
=s5(AD+—-DC) _ -
2 = AD +t(—AD + AB)
:s@%m _AD—{AD + (4B

| — =tAB+(1-1)AD
=ESAB+SAD



Muodostetaan yhtalo.

10-40
%mﬂﬁztﬂm_z)@

Koska komponenttiesitys on yksikésitteinen, saadaan yhtélopari.

—8s=t
2

s=1-t
1
3

Yhtéloparin ratkaisuksi saadaan (esim. laskimella) s :% ja t=

Siten A_Q =sAP = %E , joten piste O jakaa janan AP suhteessa
2:1.

Vastaus suhteessa 2 : 1
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