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a) X°+8X+16=Xx"+2-Xx-4=4>=(x+4)°
b) 25+10y +y*=5"+2-5-y+ y* =(5+Yy)’

C) 42° +47+1=(22)*+2-22-1+1* = (22 +1)?

Vastaus: a) (x+4)> b) (5+y)* c) (2z+1)?
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a) X* —12x+36=x*+2-%X-(-6) + (-6)* = (x —6)°
b) 4x* — 20X + 25 = (2X)* + 2-2X - (-5) + (-5)* = (2x - 5)*

c) ' =2x" +1=(x*)*+2-X*-(-1) + (-1)?
= (x* —1)?
= (x? —12)?
= ((x+1)(x-1))°
= (x+1)*(x-1)?

Vastaus: a) (x—6)° b) (2x—5)* c¢) (x+1)*(x-1)?
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a) 2°-9=7"-3=(z+3)(z-3)

b) x* —81=(x?)? — 92
=(x*+9)(x*-9)
= (x> +9)(x* - 3%)

=(X* +9)(x+3)(x-3)

c) 1-y'=1"—(y*)’
=(1-y*)A+y?)
=(1-y)@+y)a+y?)

Vastaus:

a) (z+3)(z-3)

b) (x* +9)(x +3)(x—3)
c) (1-y)A+y)d+y?)
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a) x° —25x* = x*(x—25)
b) 32x° +8x"* =8x*(4x +1)

c) 2°+2°=72°(z+1)

Vastaus:

a) x*(x—25)
b) 8x*(4x +1)
c) 2°(z+1)
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a) x°—16x = x(x* —16) = x(x* —4%) = x(x + 4)(x - 4)
b) 16x° — x = X(16x* —1) = x((4x)* —1°) = x(4x +1)(4x - 1)

c) xX>—x=x(x"-1)
= x((xz)2 —1)2
=x(xX* +1)(x*-1)

=x(X* +1)(x +1)(x-1)

Vastaus:

a) X(x+4)(x—4)

b) x(4x+1)(4x-1)

) X(xX* +D(x+1)(x-1)
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a) Y +2y +y=y(y +2y+1) =y(y+1)°

b) y?—4y* +4y=y(y* -4y +4)
=y(y*+2-y-(-2)+(-2)*)
=y(y-2y

c) 9y +6y*+y=y(9y*+6y+1)
=y((By)* +2-3y-1+1°)
= y(3y +1)?

Vastaus: a) y(y+1)* b) y(y—-2)*> ¢) y(3y+1)°
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a) X(7x+2)-5(7x+2) = (x-5)(7x—2)

b) y(y?-1)+(y*-1) = y(y* -1)+1-(y*-1)
=(y+(y*-1)
=(y+D(y+D(y-1)

c) z2+2)-(2+2)=2(2+2)-1-2+2)=(z-1(2+2)

Vastaus:
a) (x=5)(7x-2)

b) (y+D(y+D(y-1)
c) (z-1(2+2)
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a) x> =5x*+3x—-15=x*(x=5)+3(x=5) = (x* +3)(x-5)
b) X°+x*—x*—1=x3(x* +1) -1-(x* +1) = (x* = 1)(x* +1)
) 5x°+x* —5x—1=x*(5x+1) -1-(5x+1)

=(x* -D(5x +1)
=(x+1)(x-1(5x+1)

Vastaus:

a) (x*+3)(x-5)

b) (x*—1)(x*+1)

c) (x+1)(x-1)(5x+1)
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a) X' —7x*—9x* +63x = x}(x=7) = 9x(x—7)
=(x*=9x)(x=7)
=x(x*=9)(x=7)
=X(X+3)(x=3)(x=7)

b) x" = x*+x*=1=x’(x*-1) +1-(x*-1)
=(x*+1D(x*-1)

=(xX*+D(x+1)(x-1)

C) —3x*+4x* +3x—4=—x"(3x-4)+1-(3x—4)
=(-x*+1)(3x-4)
=(1-x*)(3x—4)
=(1+x)(1-x)(3x—4)
Toiselta rivilté ratkaisua voi jatkaa my0ds seuraavasti:
(=x*+D(Bx—4) =—(x* =D(Bx—4) = —(x +1)(x -1 (3x - 4)

Vastaus:

a) X(Xx+3)(x—=3)(x—-7)

b) (x*>+1)(x +1)(x—1)

c) 1+ x)A—x)(3x—=4) eli —(x+1)(x-1)(3x—4)
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X —6X—T=X"-TX+Xx-7
=X(X=7)+1-(x=7)
=(X+1)(x-7)

b) y?+7y+10=y*+2y+5y+10
=y(y+2)+5(y+2)
=(y+5)(y+2)

) 2z2°-82+6=22"-27-62+6
=22(z-1)-6(z-1)
=(2z-6)(z-1)
=2(z-3)(z-1)

Vastaus:

a) (x+1)(x-=7)
b) (y+3)(y+2)
c) 2(z-3)(z-1)
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a) 36X> +60x + 25 = (6X)* +2-6X-5+5° = (6Xx +5)*

2
b) 9x? +3x+1:(3x)2 +2-3x£+(1) :(3x+1)2
4 2 \2 2

2
c) VLS SN SO (o I :(X—E)Z
3 9 3 3 3

1

Vastaus: a) (6x +5)° b) (3x+%)2 c) (x—3

)2
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a) 2°-81=2"-9"=(z+9)(z-9)

b) 9t —s* = (3t)> —s* = (3t +s)(3t—s)

c) 16— x* =4%—(x%)?
=(4+x*)(4-x%)
=(4+x°)(2° = x%)

=(4+x*)(2+x)(2-x)

Vastaus: a) (z+9)(z-9)b) (3t+3)(3t—s) ¢) (4+x*)(2+X)(2-X)
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1
2 x*-9 x*-3 _(x+3)M_x+3

2x—6 2(x=3) 2 (x<3) 2
1

X2—6x+9 X +2-x-(-3)+(=3)*  (x-3)* x-3

x? —3x X(x—23) XM X

1

b)

x2-6x+9  (x-3)%  x-3

© X*=9  (x+3) (x~<3) x+3

Vastaus: a) X+3 b) X=3 c) X=3
2 X X+3
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X —x _x(X* 1) _ x(x=1)(x~T)
2 X+1 X+1 X1 =X(x=1)

X' =2x*+1 (X*-1)°

b = =x*—1=(x-1)(x+1
) 71 71 (x=D(x+1)
X3 +10x% +25x  x(x*+10x+25) x(x+5)* X(x+5)
C) = = =
2x+10 2(x +5) 2 %45 2

Vastaus: a) x(x—1) b) x*—1=(x-1)(x+1) «¢)

X(X+5)
2
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a) X+3x° +3x+1=x>+3-x>-1+3-x-1+1°
=(x+1)°

b) 8x®—12x*+6x—1=(2x)*+3-(2X)*- (1) +3-2x- (-1)* + (-1)°
=(2x-1)°

c) xX}*+6x*+12x+8=x>+3-x*-2+3-x-2°+2°

=(x+2)°

Vastaus: a) (x+1)° b) (2x-1)° c¢) (x+2)°
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a) 3X°+x*+12x+4=x(3x+1) +4(3x +1)
= (Bx+1)(x* +4)

b) 2x*+x*—10x-5=x}(2x +1) - 5(2x +1)

= (2x+1)(x*-5)

c) 7x°-35x° +x* -5=7x*(x*-5) +1-(x* -5)

= (x*=5)(7x*+1)

Vastaus: @) (3x+1)(x2+4) b) 2x+1)(x*=5) c¢) (x> =5)(7x° +1)
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a) 6x>—x—-1=6x"—-3x+2x-1
=3x(2x-1)+1-(2x-1)
=(2x-1)(3x+1)

b) y* -10y+21=y*-3y—7y+21
=y(y-3)-7(y-3)
=(y-3)(y-7)

C) 32°+132+4=37"+7+122+4
=2(3z+1)+4(3z+1)
=(3z+1)(z+4)

Vastaus: a) (2x-1)(3x+1) b) (y—3)(y-7) ¢) (3z+1)(z+4)
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a) (X+D(x*+2%x)— (X+1)(x+6) = (X +1)(X* +2x — (X +6))
=(X+1)(x* + X —6)
= (X+1)(x* +3x—2x - 6)
= (X+1D(x(x+3)-2(x+3))
=(x+1D(x+3)(x-2)

b) 3x(3x* —2x—1)—3x* +2x+1=3x(3x* —2x 1) -1-(3x* - 2x - 1)
= (3x* -2x-1)(3x-1)
=(3x* =3x+x-1)(3x-1)
=(3x(x-1)+1-(x-1)(3x-1)
=(x-1)(3x+1)(3x-1)

Vastaus: ) (X +1)(x +3)(x=2) b) (x—1)(3x +1)(3x —1)
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x*-10x* +9=x"-x*-9x*+9
=x*(x*-1)-9(x* -1)
= (X" =1)(x* -9)
= (X -1")(x* - 3)
=(x+1D)(x=1)(x+3)(x-3)

Vastaus: (X+1L)(x-1D(x+3)(x—3)
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X' =Bx2+4  xX'—x'-4x*+4
X’ —4 X’ —4

XA -1) - 4(x* -1)

- X’ —4

_ (¢ -1 (pe=A)
X2<4

=x*-1=(x+1)(x-1)

Vastaus: x> —1=(x+1)(x—-1)
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Muodostetaan lukujen erotus.

2+ 12 —ab—a’ —ab+ b2
2 2
_al—ab+ib? 41y
4
1 1 1
=a’+2-a-(-=b)+(-=h)* +=b?
( > )+( 5 ) 2
1 1
=(a—-=b)*+=b’
(@a->b)+7
. . 1., .1,
Havaitaan, etté (a—Eb )>0 aina, ja Zb >0, koska b=0.
Siis (a—lb)2+1b2>0
2 4

eli

a2+%b2—ab>0

a2+%b2>ab, kun a=0 ja b=0.

1 .
Vastaus: a2+§b2 on suurempi
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a) (2x+1)(x-3)=0

2x+1=0 tai Xx—3=0
2x=-1 X=3

1

X=—=

2

V%Mm:x:—% tai x=3
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a) —x*+14x=0
X(-x+14)=0

x=0 tai -X+14=0

b) 7x*+56x=0
7X(x+8)=0

7x=0 tai X+8=0

x=0 X=-8
c) X = 9x?

X—9x°>=0
X(1-9x)=0

Xx=0 tai 1-9x=0

Ox=-1

1

X:_

9

Vastaus: a) x =0 tai x=14 b)x=-8 tai x=0 ¢)x=0 tai x:%
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a) x*—49x=0
X(x—49)=0
x=0 tai x> —49=0
x? =49
X=7 tai x=-7
b) x*+4x=0
X(x*+4)=0
X =0 tai X2 +4=0
X =—4
ei ratkaisua
c) xX*~x=0
x(x*-1)=0
x=0 tai x*-1=0
x?=1
x=1tai x=-1
Vastaus:

a)x =—7,x=0 tai x=7 b)x=0 ¢)x=-1, x=0 tai x=1
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a) (x+1)(7x+1)=0

X+1=0 tai  7x+1=0

Xx=-1 x=-1

b) (x+1)(7x+1) =1

X2+ x+7x+1=1

7x*+8x=0
X(7x+8)=0
Xx=0 tai 7x+8=0
7x=-8
8
X=——
7

Vastaus: a) x =-1 tai x:—% b) x:—% tai x=0
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a) x*+3x*—4x=0

X(x* +3x—4)=0

X =0 tai x2+3x-4=0
L _3ENF-41(4) -3xV25 -3%5
2-1 2 2
x=$:—4 tai x:_3+5:1

b) x*—2x*-24x=0

X(x* —=2x-24)=0

Xx=0 tai

X —2x-24=0

X

_(-2)£(-2)*—4-1-(-24) 24100 210
- 21 22

X=2—210=_4 i o 2+10

6

Vastaus: a) X =—4, x=0 tai x=1 b)x=-4, x=0 tai x=6
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a) X' —6x*+9x* =0
x*(x* —6x+9)=0
X2(X*+2-x-(-3)+(-3)?) =0 Voit my0s kayttaa toisen
asteen yhtalon ratkaisukaavaa.
x*(x-3)*=0

x=0 tai x-3=0
X=3

b) 16x% =8x" — x
16x° -8x*+x=0
X(16x* —8x+1) =0

X((4X)2 +2-4x-(-1) +(-1)?) =0

X(4x-1)*=0
x=0 tai 4x-1=0
4x =1
1
X==

Vastaus: a) x =0 tai x=3 b)x=0 tai x=%
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a) x'-7x*-x+7=0
X*(x=7)-1-(x-7)=0
(x*-1D(x-7)=0
x}-1=0 tai x—7=0

x3=1 X=7

x=1

b) X+ x> —x*-1=0
(X2 +D)-1-(x*+1) =0
(x*-1)(x*+1) =0
x*-1=0 tai x*+1=0
x*=1 X =-1

x=1 ei ratkaisua

Vastaus: a)x=1 tai x=7 Db)x=1
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a) Ax? + 4 = 3x% + 3x
-3x*+4x*-3x+4=0
X?(-3x+4)+1-(-3x+4)=0

(x* +1)(-3x+4) =0

x> +1=0 tai —3x+4=0
x?=-1 ~3x =4
ei ratkaisua = 4
3
b) X —x>=1-x°

X' —x>+x*-1=0
X*(x*-1)+1-(x¥*-1)=0

(x> +1)(x*-1)=0

x°+1=0 tai x*-1=0
x°=-1 x?=1

x=-1 x=1 tai x=-1

Vastaus: a) x:% b)x=-1 tai x=1
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a)
Luvun x viides potenssi: x°
Luvun x kolmas potenssi: x°

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan se laskimella.

x° = X3

Xx=-1 x=0 tai x=1

b)
Luvun x kuutio: x®
Luvun x nelio: x°

X3+ x?

Luvun x kuution ja nelion keskiarvo:

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan se laskimella.

Xx=-2, x=0 tai x=1

Vastaus: a) Luvut =1, 0 ja 1 b)Luvut -2, 0 ja 1
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5x° +ax®* —30x =0

X(5x* +ax—30) =0

x=0 tai 5x*+ax-30=0

Koska x =0 on aina yhtalon juuri, niin yhtal611& on kolme juurta,
kun toisen asteen yhtalolld 5x*+ax—30=0 on kaksi juurta
(x=0eiole yhtdlon 5x*+ax—-30=0 juuri millaan a:n arvolla).

Muodostetaan diskriminantin lauseke.
D=a*>-4-5-(-30) =a”+600

Koska a®+600>0 aina, niin yhtdlolla 5x*+ax—-30=0 on kaksi
juurta kaikilla a:n arvoilla.

Siis yhtdlolla 5x°+ax*—30x =0 on kolme juurta kaikilla a:n
arvoilla.

Vastaus: Luvun a kaikilla arvoilla.
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a) x(x—1)°(3x+1) =0

x=0 tai x=1=0 tai

x=1

b)

3x+1=0
x=-1
1
X=—=
3

V%Mm:x:—%,x:OtMle
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a) —14x*-8x=0
2X(=7x-4)=0

2x=0 tai —-7x—-4=0

x=0 ~7x=4
4
X=——
7
6X2—X:O
X(6x—-1)=0

Xx=0 tai 6x-1=0
6x=1

1
X==



c) x*-16x=0

X(x* —16) =0

Xx=0 tai x*-16=0
x* =16

X=-4 tai x=4

d) 36x° = x*
36x°—x*=0

x*(36x*-1) =0

x*=0 tai 36x°-1=0

x=0 36x° =1
:_ 1
36
X=—-= tal x==
4 . . 1
Vastaus: a) x:—7 tai x=0 b) x =0 tai X:E

c)x=-4, x=0 tai x=4 d) X=—%, x=0 tai X=%
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a) x*+3x*-28x=0

X(x* +3x-28)=0

x=0 tai Xx*+3x-28=0

L_T3:\F-41(-28) -3+\121 311
- 21 22

-3+11

-3-11
X =

=—7 tai x= 4

b)  4x®—x*=5x
45 —x*-5x =0

X(4x* —x-5)=0

x=0 tai 4x* —x-5=0

_—(-DE\(-1)°-4-4-(-5) _1£\B1 19

X
2-4 8 8
1-9 . 1+9 10 5
X=——=-1 tal X=—=—=—
8 8 8 4

Vastaus: a) x =—7, x=0 tai x=4 b)x=-1, x=0 tai x:E
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a) 5x° —3x =18 —30x?

5x® +30x*—3x-18=0
5x*(Xx+6)—-3(x+6)=0

(5x* =3)(x+6) =0

tai



b) x*-3x°+x*-3=0
X°(x*=3)+1-(x*-3)=0

(x°+1)(x*=3)=0

x°+1=0 tai x*-3=0
X =-1 x*=0
x=-1 x=43 tai x=-43

Vastaus: a) x = -6, X:_\E tai X:\EXZA'

b) x=-43  x=-1tai x=4%3
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x*+5x*-6=0

(x*)* +5x*-6=0 |sijoitetaan x* =t
t? +5t-6=0
(_5E\5-4-1.(6) 5rV49 _5:7
2-1 2 2
t=%=—6 tai =g

Ratkaistaan muuttuja x.

X2 =-6 tai x?=1

ei ratkaisua x=1 tai x=-1

Vastaus: x=-1 tai x=1



302

a) 4x*-5x°+1=0 | sijoitetaan x* =t
42 -5t+1=0

t:_(_s)i\/MZSi@:5i3
2-4 8

i ta| t=5+3=1
4 8

x?=1

x=1 tai x=-1

b) x'~7x*+12=0 | Sijoitetaan x* =t.

t*-7t+12=0
(TN -4112 7VD 7:1
- 2:1 22
— 7+1
=113 tai t=——=4
2 2
x?=3 x> =4

Xx=+/3 tai x=-3 X=2 tai x=-2



c) x'+6x°+16=0 | Sijoitetaan x* =t.
t? +6t+16=0

t_—64_r\/62—4-1-16_—61r —28
2-1 2
Ei ratkaisua.
1 1 ..
Vastaus: a) x = -1, X:_E’ X=§ tail x=1

b) x =-2, Xx=-—/3, x=+3 tai x=2
c) ei ratkaisua
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a) Luvun x neljas potenssi: x*

Luvun x nelio: x®

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan se laskimella.

x* =3x?

x:—\/§, x=0 tai x=+/3
b) Luvun x viides potenssi: x°
Luvun x kuutio: X3

X3+ x

Luvun x kuution ja itse luvun keskiarvo:

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan se laskimella.

x=-1, x=0 tai x=1

Vastaus: a) Luvut V3,0 ja V3
b) Luvut -1, 0 ja 1
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Merkitaan ensimmaista lukua kirjaimella x. Kaksi seuraavaa
kokonaislukua ovat x +1 ja x + 2.

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan se laskimella.
X(X+1)(X+2) =X+ (x+1)+(x+2)

x*+3x* +2X =3x+3
x=-3, x=-1 tai x=1

Koska ensimmadisen luvun téytyy olla positiivinen, on x = 1.
Siis luvutovat 1, 2 ja 3.

Vastaus: Luvut 1, 2 ja 3.

HUOM:
Yhtaloa ei valttamatta tarvitse sieventad ennen ratkaisemista.
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a) Aritmeettisen jonon perdkkaéisten jasenien erotus on vakio.
Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan se laskimella.

(X +1D)-x=x>—(x*+1)
X +1-x=x*-x"-1
X +2x* =x+2=0
X=2

b) Geometrisen jonon perakkéisten jasenien suhde on vakio.
Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan se laskimella.

2+1 x*+3

x  x2+1

x(x®+3) = (x* +1)?

X

Xt +3x=x*+2x% +1

2x*—3x+1=0

x:l tai x=1
2

Vastaus: a) x = 2 b)x:% tai x=1

HUOM:
Yhtaloa ei valttamatta tarvitse sieventad ennen ratkaisemista.
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Madritetdan lukujonon 4 ensimmaéisen jasenen lausekkeet.
a =6

a,=0-6-3=6q-3

a,=q-(60-3)-3=6q°-39-3

a,=q-(69°-39-3)-3=69"-39*-3q-3
Toisaalta as =-3. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan se laskimella.

69°-39°-3q-3=-3
60°-39>-3q=0
q:—l, g=0 tai g=1
2
Ratkaistaan jokaista ¢:n arvoa vastaava jonon 5. jasen.

1 1 3
== a=-=-(-3)-3=-2
a=-5: & 2( ) 5

q=0: a,=0-(-3)-3=-3
q=1: a,=1-(-3)-3=-6

Vastaus: q=—-—, & =——
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Madritetdan lukujonon 4 ensimmaéisen jasenen lausekkeet.
a =-12,6

a,=q*-(-12,6) +5,2 = -12,60% +5,2
a, =0 (-12,60° +5,2) +5,2 =—12,6q" +5,2q° +5,2

a, =02 (-12,6q" +5,20% +5,2) + 5,2 = —12,60° +5,2q" +5,2¢% +5,2

Toisaalta a4 =5,2. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan se laskimella.

~12,60° +5,2q" +5,2¢° + 5,2 = 5,2

~12,6q° +5,2q* +5,2¢> =0

q=-0,9386...~-0,94, q=0 tai q=0,9386...~0,94

Vastaus: q~-0,94, q=0 tai q~0,94
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36x3+ax?+16x=0
X(36x* +ax+16)=0
x=0 tai 36x’+ax+16=0

Koska x =0 on aina yhtalon juuri, niin yhtal6l1& on tasan kaksi
juurta, kun toisen asteen yhtalollda 36x> +ax+16=0 on tasan yksi
juuri (x = 0 ei ole yhtalon 36x* +ax+16=0 juuri milladn a:n
arvolla).

Muodostetaan diskriminantin lauseke.

D=a’-4-36-16=a*—-2304

Toisen asteen yhtal6lla on tasan yksi juuri, kun D = 0. Muodostetaan
yhtélo ja ratkaistaan se laskimella.

a®-2304=0
a=-48 tai a=48



Muodostetaan saatuja a:n arvoja vastaavat yhtalot ja ratkaistaan
juuret.

a=-48: 36x*-48x+16=0
x=0 tai x:g
3

a=48: 36x*+48x+16=0

x=0 tai x:—g
3

Vastaus: Kun a=-48 juuretovat x=0 tai x= % :

Kun a =48, x:—% tai x=0.
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Funktion arvot ovat positiivisia, kun x > 1.

b)

Funktion arvot ovat positiivisia, kun x <-1 tai x> 1.



Funktion arvot ovat positiivisia, kun x > 1.

d)

—

Funktion arvot ovat positiivisia, kun x <-1 tai x> 1.

Vastaus: a)x>1 b) x<-1 tai x>1
c)x>1 d)x<-1 tai x>1
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>

Funktion arvot ovat negatiivisia, kun =1 <x <0 tai x> 3.



b)

Funktion arvot ovat negatiivisia, kun -2 <x<-1 tai 0 <x<2.

Vastaus: a)-1<x<0 tai x>3 b) 2<x<-1tai 0<x<2
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X+ x> —6x>0
X(X* +x-6)>0
Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelladn merkit.

Tekija x:
Nollakohta on x = 0. Tekijan arvo on negatiivinen, kun x<0 ja
positiivinen, kun x > 0.

Tekija x*+x—6: Kuvaaja on yldspéin aukeava paraabeli.
X*+Xx-6=0
X_—li 1?-4-1.(-6) -1£5
2-1 2
~1-5 145 —\\—/Z
XZT:—3 tai x=

Laaditaan polynomifunktion x®+ x* —6x merkkikaavio.

X - - +
X +x—6  + - - i
X(X*+Xx—-6) - + -~ +
-3 0 2

Epayhtald x°+ x*—6x>0 toteutuu, kun -3 <x<0 tai x> 2.



x> =5x*>0

x*(x=5)>0
Tekija x*
Nollakohta x = 0. Kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

+ +
0
Tekija x—5: Kuvaaja on nouseva suora.
Xx-5=0 7
X=5 5

Laaditaan polynomifunktion x*—5x* merkkikaavio.

X2+ +

X-5 - -

x*(x-5) - - +

X
w

Epayhtilo x*—5x*>0 toteutuu, kun x > 5.

Vastaus: a)-3<x<0 tai x>2 b) x>5
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a) Muodostetaan epayhtalo ja jaetaan vasen puoli tekijoihin.

XX +7x*-8x<0
X(x* +7x-8) <0
Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelladn merkit.

Tekija x:
Nollakohta on x = 0. Tekijan arvo on negatiivinen, kun x<0 ja
positiivinen, kun x > 0.

Kuvaaja on ylospéin

Tekija x*+7x-8:
aukeava paraabeli.

X +7x-8=0
X_—?i«/72—4~1~(—8)_—7i9
2-1 2 + + .
~7-9 R, Y —8N—"1
x:—2 =-8 tai x= =1

Laaditaan polynomifunktion x*+7x*>—8x merkkikaavio.

X - - +
X +7x-8  + - - X
, >
X(x“+7x-8) - + - +
-8 0 1

Epayhtald x°+7x*—8x<0 toteutuu, kun x<-8 tai 0 <x<1.



—3x* +12x%*<0
3x*(-x*+4)<0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija 3x%:
Nollakohta x = 0. Kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.
+ +
0
Tekija —x° + 4 Kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli.
—X*+4=0
X2 =4 _ng s
X=12 / \

Laaditaan polynomifunktion —3x*+12x> merkkikaavio.

X+ + + +
—X2 +4 — + + - X
-
IX*(—x*+4) - + + -
-2 0 2

Epéayhtald —3x*+12x° <0 toteutuu, kun x <-2 tai x> 2.

Vastaus: aQ)x<-8 tai 0<x<1 b) x<-2 tai x>2
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a) Siirretddn epdyhtdlon termit vasemmalle puolelle ja jaetaan vasen
puoli tekijoihin.
8x’ —2x* > x
8x’ —2x*—x>0

x(8x* =2x—1)>0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja péadtellddn merkit.

Tekija x:
Nollakohta on x = 0. Tekijdn arvo on negatiivinen, kun x <0 ja
positiivinen, kun x> 0.

Tekijd 8x> —2x—1: Kuvaaja on ylospéin
852 —2x—1=0 aukeava paraabeli.

_(-)#(-2-4-8-(-1) _226 \ /
x= - T +,

IN_—_"1

1 ) 2+6 1 - = =

X=——=—— fai x=——=— 4 2
4 16




Laaditaan polynomifunktion 8x° —2x”—x merkkikaavio.

X — - + +
8x2—2x—1 + — —~ T X
>
x(8x* —2x—1) - + - +
! 0 I
4 2

Epiyhtild 8x° —2x* — x>0 toteutuu, kun —% <x<0 tai

1
xX>—.
2



b) Siirretddn epdyhtdlon termit vasemmalle puolelle ja jactaan vasen
puoli tekijoihin.
xt+2x > —x

X2 +x2>0

X (X +2x+1)=0

Tekija x*: Kuvaaja on yléspéin aukeava paraabeli.

Nollakohta x = 0.

0

Tekija x>+ 2x + I: Kuvaaja on yléspéin aukeava paraabeli.
¥ 4+2x+1=0

L2241

2-1




Laaditaan polynomifunktion x*+2x’ +x* merkkikaavio.

¥+ + +
X2+l + + + X
e
(P +2x+1)  + + +
-1 0

Epiyhtild x*+2x’ +x> >0 toteutuu kaikilla x:n arvoilla.

Vastaus: a) —l< x <0 tai x>l
4 2

b) Epayhtilo toteutuu kaikilla x:n arvoilla.
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—X*+3x°+4x-12>0
—x*(x=3)+4(x-3)>0
(-x*+4)(x-3)>0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija —x° + 4 Kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli.
~x*+4=0
_sz .
7N\
X =22
Tekija x—3: Kuvaaja on nouseva suora.
x-3=0

3 +x>

x=3 _/

Laaditaan polynomifunktion —x°®+3x*+4x—12 merkkikaavio.

X’ +4 - + - -
x-3 - - - +

(x> +4)(x-3)  + - + -~
-2 2 3

X

Epayhtald —x*+3x*+4x—-12>0 toteutuu, kun
X<-2 tai 2<x<3.



2x° +6X> <2X+6
2x° +6x*-2x-6<0
2x*(x+3)—-2(x+3)<0
(2x* =2)(x+3) <0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija 2x%—2: Kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.
2x°-2=0
o1 + +,
1IN 1
Xx=%1
Tekija x + 3: Kuvaaja on nouseva suora.
Xx+3=0 /
3,4 .,
X=-3 — i

Laaditaan polynomifunktion 2x®+6x>—2x—6 merkkikaavio.

-2+ + -
X+3 - + + X
, >
(2x"=2)(x+3) N B N
-3 -1 1

Epayhtalo 2x*+6x° —-2x—-6<0 toteutuu,
kun x<-3 tai -1<x<1,

Vastaus: aA)X<-2 tai 2<x<3 b)x<-3 tai -1<x<1
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x® —6x* <3x-18
x*—6x*-3x+18<0
X*(x—6)-3(x—6)<0
(x*-3)(x—6)<0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija x> -3: Kuvaaja on yléspdin aukeava paraabeli.
x*-3=0
+ +
2 _ oy — i
X'=3 V313
X =++/3
Tekijad x—6: Kuvaaja on nouseva suora.
X-6=0 A
X=6 - 6

Laaditaan polynomifunktion x*—6x*—3x+18 merkkikaavio.

-3 4+ - + +
Xx-6 - _ _ +
>
(x*=3)(x-6) - + - +
NN

Epayhtald x°®—-6x>—3x+18<0 toteutuu,
kun x<—3 tai V3<x<6



5x° +5X > 6X° +6
5x° —6x* +5x-62>0
x*(5x—6)+1-(5x—6) >0
(x* +1)(5x—6) >0
Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija x*+1>0 aina.

Tekija 5x — 6: Kuvaaja on nouseva suora.
5x-6=0
+
6

X = —
5

A

Laaditaan polynomifunktion 5x® —6x* +5x -6 merkkikaavio.

X¥+1 o+ +
bx-6 - X
(x> +1D)(5x-6) - + >
6
5

Epéayhtald 5x®—6x>+5x—6>0 toteutuu, x> g .

Vastaus:  a) x<—/3 tai /3<x<6 b) x>—
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a) Ratkaistaan funktion f(x) = x*+8x nollakohdat.

x*+8x=0

x(x*+8)=0

x=0 tai x}+8=0

X=3-8=-2

Nollakohdat jakavat lukusuoran kolmeen véliin. Lasketaan
kultakin valilta yksi funktion f arvo.

f (~10) = (~10)* +8-(~10) =10 000 — 80 = 9920 > 0
f(-1) =(-1)*+8-(-1) =1-8=-6<0
f(1)=1¢+8-1=9>0

Kirjataan merkit merkkikaavioon.

f(x)=x"+8x  + - +
-2 0

A 4

Epayhtdlo x*+8x <0 toteutuu, kun -2 < x < 0.



b) Ratkaistaan funktion g(x)=x>-3x"* nollakohdat.

x°=3x*=0

x'(x=3)=0

x*=0 tai Xx-3=0 )
x=0 X=3 0 3

Nollakohdat jakavat lukusuoran kolmeen véliin. Lasketaan
kultakin valilta yksi funktion g arvo.

9(-1) = (-1)°-3-(-1)* =-1-3=-4<0
g(1)=15_3'14 =1-3=-2<0
g(10) =10° - 3-10* =100 000 - 30 000 = 70 000 > 0

Kirjataan merkit merkkikaavioon.

g(x)=x>-3x* - - +

A 4

Epayhtdlo x°>—3x* <0 toteutuu, kun x<0 tai 0<x< 3.



¢) Ratkaistaan funktion h(x)=x®-9x* nollakohdat.

x®—9x*=0

x'(x*-9)=0
x*=0 tai x*-9=0
x=0 x?=9
X =43

|
w
o]
wo

Nollakohdat jakavat lukusuoran neljaan véliin. Lasketaan kultakin

valilta yksi funktion h arvo.

h(~=10) = (~10)® —9- (~10)* = 1000 000 — 90 000 = 910 000 > 0

h(-1) = (-1)°-9-(-1)*=1-9=-8<0

h()=1°-9-1=1-9=-8<0

h(10) =10° —9-10* =1000 000 — 90 000 = 910 000 > 0

Kirjataan merkit merkkikaavioon.

h(x) = x® —9x* + -

A 4

-3

Epayhtilo x°®—9x*>0 toteutuu, kun x <-3 tai x> 3.

Vastaus: a) -2<x<0 b)x<0 tai 0<x<3 c¢)x<-3 tai x>3
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Luvun x kuutio: x3

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan se laskimella.

X3 > X

x*—x>0

—1<x<0 tai x>1

Vastaus: Luvut, jotka toteuttavat endon —1<x<0 tai x>1.
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Luvun x kuutio: x3
Luvun x nelio: x?

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan se laskimella.

x3 < x?

x>=x*<0

Xx<0 tai O0<x<1

Vastaus: Luvut, jotka toteuttavat endon x<0 tai 0<x<1.
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f

Funktion arvot ovat epanegatiivisia, kun =2 <x<0 tai x> 2.

b)

Funktion arvot ovat epanegatiivisia, kun -2 <x<2.



W

Funktion arvot ovat epanegatiivisia, kun x <-2, x=0 tai x> 2.

Vastaus: a)—2<x<0 tai x>2
b)-2<x<2
c)x<-2, x=0 tai x>2
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2x° —9x* —11x <0

x(2x* =9x-11)<0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paitelladn merkit.
Tekija x:

Nollakohta on x = 0. Tekijén arvo on negatiivinen, kun x <0 ja
positiivinen, kun x> 0.

Tekija 2x* -9x—11: Kuvaaja on ylospédin
aukeava paraabeli.
2x*=9x-11=0
~(=9) £+/(-9) —4-2-(~11) 7\ /i‘
Y= N\ = 11
2:2 1 =
2
94169  9+13
4 4
9-13 9+13 11
x=——=-1 tai x= =—

4 4 2



Laaditaan polynomifunktion 2x* —9x> —11x merkkikaavio.

X — — +
2x*—9x—11 + - -
>
x(2x* -9x-11) - + — +
-1 0 1

2
Epiyhtild 2x’ —9x” —11x <0 toteutuu,

kun x <-1 tai 0<)c<12—1



xt=5x" <0

¥ (x=5)<0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja péadtellddn merkit.
Tekija x’:

Nollakohta on x = 0. Tekijdn arvo on negatiivinen, kun x <0 ja
positiivinen, kun x> 0.

Tekija x —5: Kuvaaja on nouseva suora.
x=5=0 T
x=35 B g

Laaditaan polynomifunktion x*—5x’ merkkikaavio.

X’ - +
x-5 - -
>
x*(x=5) + - +
0 5

Epdyhtild x*—5x’ <0 toteutuu, kun 0 <x <S5.

Vastaus: a)x<-1 tai 0<x<% b)0<x<5
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x> —8x%>0

x*(x*-8)>0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelladn merkit.

Tekija x*: Kuvaaja on yldspéin aukeava paraabeli.
Nollakohta on x = 0.
+ &

0

Tekija x*-8: Kuvaaja on nouseva kolmannen asteen
kayra.

x*-8=0

A

«=8 /__/
x:§/§:2

Laaditaan polynomifunktion x°>—8x> merkkikaavio.

X2+ + +
x*-8 - - +
>
x(x*-8) - - +
0 2

Epéayhtald x°>—8x>>0 toteutuu, kun x =0 tai x> 2.



2x% +9x > X3
3 2
—X"+2X°+9x >0

X(-=x*+2x+9)>0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija x:
Nollakohta on x = 0. Tekijan arvo on negatiivinen, kun x<0 ja

positiivinen, kun x > 0.

Kuvaaja on alaspéin aukeava

Tekija —x*+2x+9:
paraabeli.

X2 +2x+9=0

24422 -4-(-1)-9
X= 2-(-1) 110 + 1410

_ 2440 _ 2410 _/ \_ |

-2 -2

:ﬂzlim



Laaditaan polynomifunktion x*—5x° merkkikaavio.

>

X - - + +
—x*+2x+9 - + + -
x*(x=5)  + +

Epayhtdlo —x*+2x*+9x>0 toteutuu,
kun x<1-+10 tai 0<x<1++/10.

Vastaus: a)x=0 tai x>2

1-410 0 1+10

b) x<1-+10 tai 0<x<1++/10
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—x3+7x*+18x <0

X(—=x*+7x+18) <0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatellaan merkit.

Tekija x:

Nollakohta on x = 0. Tekijan arvo on negatiivinen, kun x <0 ja
positiivinen, kun x > 0.

Kuvaaja on alaspain
aukeava paraabeli.
—Xx*+7x+18=0

T2\ -4-(-1)-18 /;\

Tekija —x*+7x+18:

2 9
~ =/ \-
_—TEN121 7411
—2 —2

9 tai X:—7+211:_2

-7-11
X = =




Laaditaan polynomifunktion —x°®+7x*+18x merkkikaavio.

X - - + +
—x*+7x+18 - + + - S
X(-x*+7x+18)  + -~ + -~
-2 0 9

Epayhtald —x*+7x*+18x <0 toteutuu, kun —2<x<0 tai x>09.



x'—25x°>0

x°(x* —25) >0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija x°:

Nollakohta on x = 0. Tekijan arvo on negatiivinen, kun x<0 ja
positiivinen, kun x > 0.

Tekija x*—25: Kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.

x> —25=0 _|\ /+

Laaditaan polynomifunktion x’—25x> merkkikaavio.

XX - - + +
x*-25 4+ - - +
>
x°(x*-25) - + - +
-5 0 5)

Epéayhtald x" —25x°>>0 toteutuu, kun -5<x<0 tai x> 5.



b-kohta toisin:
Ratkaistaan funktion f(x) = x"—25x> nollakohdat.

x'—25x° =0
x°(x*-25)=0
x> =0 tai X*—25=0
Xx=0 x? =25

Xx=5 tai x=-5 -5 0 5

Nollakohdat jakavat lukusuoran neljaan véliin. Lasketaan kultakin
valilta yksi funktion f arvo.

f (~10) = (=10)" — 25- (~10)° = —10 000 000 + 2 500 000 = —7 500 000 < 0
f(~1)=(~1)" = 25-(-1)° =—1+25=24>0
f(1)=1-25-10°=1-25=-24<0

f (10) =107 — 25-10° =10 000 000 — 2 500 000 = 7 500 000 > 0

Kirjataan merkit merkkikaavioon.

f(x)=x"-25x" - + -~ +
-5 0 5

Epayhtald x" —25x° >0 toteutuu, kun -5<x<0 tai x> 5.

Vastaus: a)—2<x<0 tai x>9 b) 5<x<0 tai x>5



323

9x® - 45x*> < x-5
9x® —45x* - x+5<0
9x*(x-5)-1-(x-5)<0

(9x* =1)(x-5) <0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija 9x* —1: Kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.
9x?>-1=0
, 1 J& / +.
X —_—
9 B ] 1
3 3
x=+l
3
Tekija x-5: Kuvaaja on nouseva suora
Xx—5=0

X=5 /‘



Laaditaan polynomifunktion 9x®—45x* —x+5 merkkikaavio.

ox*-1  + - + +
x-5 - - - + 5
(9x*-1)(x-5) - + -~ +
115
3

Epéayhtald 9x®—45x*> —x+5<0 toteutuu,

kun x<—1 tai l<x<5.
3 3



3x*-18x*-3x+18>0
3x*(x—6)-3(x-6) >0
(3x*-3)(x—6)>0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija 3x®-3: Kuvaaja on nouseva kolmannen asteen kéyra.
3x*-3=0
3x*=3 L/+x,
x*=1 —
x=1
Tekija x—6: Kuvaaja on nouseva suora.

X—6=0 ,/ﬁi
X=6 /ﬁ

Laaditaan polynomifunktion 3x* -18x®—3x+18 merkkikaavio.

x*-3 - + +
x—6 - - t
(3x*-3)(x-6)  + -~ +
1 6

Epayhtald 3x*-18x*-3x+18>0 toteutuu, kun x<1 tai x> 6.

Vastaus: a) x<—% tai %<x<5 b)x<1 tai x>6
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a) (x—10)(x>=9)(x’-8)=0

x—10=0 tai x*=9=0 tai x—8=0
x=10 x’=9 =8
x=3 tai x=-3 x=38=2

Siis x=-3, x=2, x=3 tai x=10.
b) Paitelldédn tekijoiden merkit hahmottelemalla niiden kuvaajat.

x—10 ¥ -9 ¥ -8

+ . +\ /+x 2/+ .

Laaditaan funktion (x—10)(x*—9)(x’ —8) merkkikaavio.

x—10 - — - - +

-9 o+ — — - +

¥©-8 - - + + +

(x=10)(x* -9)(x’-8)  + - + — +
-3 2 3 10

Epéyhtild (x—10)(x*>—9)(x’—8)< 0 toteutuu,
kun -3 <x<2 tai 3<x<10.

Vastaus: a)x=-3, x=2, x=3 tai x=10
b)-3<x<2 tai 3<x<10
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a) ¥ Bx*+x-2)=3x"+x-2
B +x-2)-3x*+x-2)=0

(x> -DBx*+x-2)=0
x*=1=0 tai  3x*+x-2=0

x'=1 _—1#\1P-4.3.(=2) _-1%5

X =

= +] 2:3 6
-1-5 . -1+5 2
X=——=-1 tan x= =—
6 6 3

Siis x=-1, x=§ tai x=1.



b) Epiyhtdld x*(3x> +x—2)>3x’ +x—2 on yhti pitivi
epiayhtilén (x> —1)(3x> +x—2) >0 kanssa a-kohdan perusteella.

Paitellddn tekijoiden merkit hahmottelemalla niiden kuvaajat.

x* =1 3xP+x-2

Nl | AL

-IN "1 -IN_

Laaditaan funktion (x”—1)(3x* +x—2) merkkikaavio.

x> -1 + — — +
3x? +x—2 + — + + >
(x> -DBx* +x-2) + + —
-1 3 1

Epiyhtild (x°—1)(3x* +x—-2)>0 toteutuu,

kun x <-1, —1<x<% tai x> 1.

Vastaus: a)x=-1, x:§ tai x=1

b) x <-1 tai —1<x<§ tai x> 1
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a) Ratkaistaan funktion f(x)=x*-3x*-4 nollakohdat.

x*-3x*-4=0 |sijoitetaan X2 =t

t?-3t—-4=0

(LY ~4-1-(-4) _3+5

2-1 2
12375 1 @i t=32_4
2
x*=-1 tai x°=4
ei ratkaisua X=2 tai x=-2 —2 2

Nollakohdat jakavat lukusuoran kolmeen véliin. Lasketaan
kultakin valilta yksi funktion f arvo.

f (~10) = (=10)* —3-(~10)? — 4 =10 000 — 300 — 4 = 9696 > 0
f(0)=0*-3.0°~4=-4<0
f (10) =10* —3-10> — 4 =10 000 — 300 — 4 = 9696 > 0

Kirjataan merkit merkkikaavioon.

f(x)=x"-3x*-4 + - +
-2 2

A 4

Epayhtald x*—3x*—4>0 toteutuu, kun x <-2 tai x> 2.



b) Ratkaistaan funktion g(x)=3x*-5x*—-2 nollakohdat.
3x'-5x*-2=0 |sijoitetaan x* =t

3t?2-5t—-2=0

(-5 +4/(-5)*-4:3:(-2) _5+49 527

t

2-3 6 6
6 3 6
N tai X° =2 .
3 O >

X=+/2 tai x=-+/2 —\/§ \/:j

ei ratkaisua

Nollakohdat jakavat lukusuoran kolmeen véliin. Lasketaan
kultakin valilta yksi funktion g arvo.

9(=2) =3-(-2)* -5-(-2)2-2=3-16-5-4-2=48-20-2=26 >0
9(0)=3-0-5.0°~2=-2<0
9(2)=3-2"-5.22-2=3.16-5-4-2=48-20-2 =26 >0

Kirjataan merkit merkkikaavioon.

g(x)=3x"-5x*-2 + - +

RN

Epayhtald 3x* —5x*—2<0 toteutuu, kun —/2 <x<+/2.



¢) Ratkaistaan funktion h(x)=x°®-2x*—3x* nollakohdat.
x®*—2x*=3x*=0
x?(x* =2x*=3)=0
2_0  tai x'—2x*-3=0 |sijoitetaan X =t

x=0 t?-2t-3=0

o ~(-2)£/(-2)’-4-1:(-3) _2%4

2.1 2
t=27%_ 1 @i t=2%%_3
2 2
x?=-1 tai X°=3

ei ratkaisua Xx=+/3 tai x=-/3



Nollakohdat jakavat lukusuoran neljaén
valiin. Lasketaan kultakin valilta yksi o

funktion h arvo. —V3 0
h(=10) = (~10)° — 2 (~10)* — 3-(~10)?
=1000000-20000-300=979 700> 0
h(=1) = (=1)° = 2. (~1)* =3-(~1)? =1-2—3=—4 < 0
h1Q)=1°-2.1 3.2 =1-2-3=—4<0
h(10) = 10° — 2.10° — 3-10°
=1000000-20000-300=979700>0

Kirjataan merkit merkkikaavioon.

h(x) = x® - 2x* - 3x* + - - +

A 4

3 0 03

Epayhtdlo x®—2x*—3x* <0 toteutuu, kun
—J3<x<0 tai 0<x<+/3

Vastaus: a)Xx<-2 tai x>2

b) V2 <x<+2
) —/3<x<0 tai 0<x<+/3

V3
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Ratkaistaan molemmat epdyhtélét laskimella.
4x* -1<0 4x°—x <0

1 1 1 . 1
——< X< = X<—— tal O<x<=
2 2 2 2

Esimerkiksi luku x = —% toteuttaa epayhtalon  4x* —1<0 mutta

ei toteuta epayhtaloa 4x° —x < 0. Siis kaikki epayhtalon 4x>—1<0
ratkaisut eivit toteuta epayhtaloa 4x°—x<0.

Tilannetta voidaan havainnollistaa piirtdamalla epayhtaldiden
ratkaisujoukot lukusuoralle nakyviin.

o— o 4P~z <0

o
e © 42° - 1<0 .
s ) s 5 o 1 ?

Vastaus: Eivét toteuta
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Kirjoitetaan lukujonon kolmen ensimmaisen jasenen lausekkeet.
a=-2

a, =k*-(-2)+1=-2k* +1

a, =k*(=2k? +1) +1=-2k* +k* +1

Muodostetaan epayhtalo ja ratkaistaan milla kertoimen k arvoilla
kolmas jasen on positiivinen.

a, >0
2k} +k?>+1>0

-1<k<1

Vastaus: -1<k<1
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Kirjoitetaan lukujonon kolmen ensimmaisen jasenen lausekkeet.
a =k
a,=k

al+a’ kP+k®
e

Muodostetaan epéyhtalo ja ratkaistaan se laskimella.
a, > k*

k3 +k?
2

> k* |~2
k®+k?>2k*

—2k* +k®*+k*>0

1 .

—E<k<0 tai O<k<l

Vastaus: —%<k<0 tai O<k<1

HUOM:
Epayhtalo ei vélttamatta tarvitse sieventdd ennen ratkaisemista.
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f(x)=x*+ax?+(a’*+1)x

= x(x* +ax+a’+1)

Tekijan x*+ax+a’+1 kuvaaja on ylospain aukeava paraabeli.
Lasketaan toisen asteen polynomifunktion diskriminantti ja
paatellaan nollakohtien lukumaara.

D =b® —4ac a=1 b=ajac=a’+1
—a’-4-1-(a*+1)

=-3a°* -4

Koska diskriminantti —3a*—-4<0 kaikilla vakion a arvoilla,
polynomilla x*+ax+a®+1 ei ole yhtain nollakohtaa.

Siten tekija x*+ax+a’+1 on
aina positiivinen

+ o+

3
=%

Koska tekija x*+ax+a”*+1 on aina positiivinen maaraa tekija x
funktion merkin.

Tekijan x arvo on negatiivinen, kun x <0 ja positiivinen,
kun x > 0. Siten f(x)<0,kun x<0 ja f(x)>0,kun x>0 . [
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a) Ratkaistaan nollakohdat.

X*+Xx-6=0

Ly TLEIT-4-1:(-6)  -1£V25  1+5
21 2 2

x=#:—3 tai x=—12_»

X +Xx—6=1-(x—(-3))(x—-2)=(x+3)(x—2)

b) Ratkaistaan nollakohdat.

x*+x-30=0

‘o ~1+17-4.1.(-30) -1++121 -1+11
2-1 2 2

)(:—1—11:_6 tai X:—l+11:5

x> +x-30=1-(x—(-6))(x-5) = (x+6)(x—5)



¢) Ratkaistaan nollakohdat.
-3x*+6x-3=0 |:(-3)
x?-2x+1=0

_ (-2)+(-2)*-4-1-1 240 _
B 2.1 2

X 1

—3x* +6x—-3=-3(x-1)(x-1) = -3(x—-1)?

Vastaus: a) (x+3)(x—2)
b) (x+6)(x-5)
c) -3(x-1)°
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a) Ratkaistaan yhtalo laskimella.

25x* —20x+4=0

2
X==
5

2 2
(s3]

= (5x - 2)?

2
Vastaus:  a) XZ% b) 25(X—§j = (5x—-2)*
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Toisen asteen polynomilla voi olla enintdén kaksi nollakohtaa.
Polynomin nollakohdat ovat x, =-2 ja x, =3, jos ja vain jos sen

tekijat ovat
X=X =X—(=2)=x+2,

X=X, =X-3.

Funktion lauseke on siis muotoa P(x) =a(x+2)(x—-3), jossa a=0.

Ratkaistaan kertoimen a arvo.
P(0)=12
a(0+2)(0-3) =12
—6a=12 |:(-6)

a=-2

Siis P(x) = —2(x +2)(x—3) .



Kuvaaja:

-3 /2 -1 0 1 2 \ 4

Vastaus: —2(x+2)(x-3)



334

Toisen asteen polynomiyhtél6lla voi olla enintéén kaksi juurta.

a) Nollakohdat ovat x, =—6 ja x, =1 jatoisen asteen termin
kerroinon a=3.

Muodostetaan yhtalo.
a(x - x)(X~%,) =0
3(x~(-6))(x~1) =0
3(x+6)(x-1)=0

Yhtélosta voidaan kertoa sulkeet auki, jolloin saadaan
3x* +15x -18 =0.

b) Ainoa nollakohta on x, =—6 ja toisen asteen termin kerroin
ona=3.

Muodostetaan yhtalo.
a(x—x,)*=0
3(x—(-6))" =0
3(x+6)*=0

Yhtélosta voidaan kertoa sulkeet auki, jolloin saadaan
3x? +36x+108=0.

Vastaus:  a) 3(x+6)(x—-1)=0 b) 3(x+6)> =0
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Kolmannen asteen polynomifunktiolla voi olla enintdan kolme
nollakohtaa.

Nollakohdat ovat x, =—4, x, =0 ja X, =6, joten tekijat ovat

X=X =(X—(-4))=(x+4),
X=X, =(x-0)=x,

X—X; = (X—6).

Funktion lauseke on siis muotoa a-x-(x+4)-(x—6), missa a = 0.

Kolmannen asteen termin kerroinon 8 eli a=8.

Funktion lauseke on siis 8x(x +4)(x—6).

Vastaus: 8X(x+4)(x —6)
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Kolmannen asteen polynomifunktiolla voi olla enintdén kolme
nollakohtaa.

Nollakohdat ovat x, =-3, X, =0 ja X, :%, joten tekijat ovat
X=X =(x=(=3))=(x+3),
X=X, =(x-0)=x,

1
x—x3:(x—z).

Funktion lauseke on siis muotoa P(x) = ax(x + 3)(Xx —%) :

missd a = 0.
Ratkaistaan kertoimen a arvo.
P(-1)=5

a(-1)(-1+ 3)(—1—%) -5

Siis P(x) =2x(x + 3)(x —%) .



Kuvaaja:

Vastaus: 2x(x+3)(x—%)
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Polynomilla on tekijand x —2, jos ja vain jos 2 on sen nollakohta.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan vakio c.
3x*+12x+c=0  |sijoitetaan x =2
3.2°+12-2+¢=0

36+c=0
c=-36

Polynomiksi saadaan 3x° +12x —36.

Ratkaistaan polynomin nollakohdat (laskimella).
3x* +12x-36=0
X=-6 tai x=2
Jaetaan polynomi tekijoihin.
3x* +12x —36 = 3(x — (=6))(x —2) = 3(x + 6)(x - 2)

Polynomin toinen tekijd on siis 3(x + 6)

Vastaus: ¢ =-36, toinen tekija on 3(x + 6)
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Polynomilla on tekijdnd x+12 =(x—(-12)), josja vainjos —12 on
sen nollakohta.

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan vakio b.

x*+bx-96=0 |sijoitetaan x=-12
(-12)° +b-(-12)-96=0
b=4

Polynomiksi saadaan x” +4x —96.

Ratkaistaan polynomin nollakohdat.

X’ +4x-96=0

x=-12 tai x=8§

Jaetaan polynomi tekijoihin.
X +4x-96=1-(x—(=12))(x—8) = (x +12)(x —8)

Polynomin toinen tekija on siis x — 8.

Vastaus: b =4, toinen tekijd on x — 8
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Murtolauseke voidaan supistaa vain jos osoittajalla ja nimittajall& on
yhteinen tekija.

Jaetaan nimittdja tekijoihin.
2X+12 =2(x+6)

Osoittajalla on tekija x + 6, jos ja vain jos —6 on sen nollakohta.

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan vakio c.

(-6)*+3-(-6)+c=0
18+c=0
c=-18

Osoittajaksi saadaan x*+3x—18.

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat ja jaetaan osoittaja tekijoihin.

x*+3x-18=0
Tekij6ihin jaon voi
X=-6 tai x=3 tehdd myos laskimella
tai ryhmittelemalla.
x* +3x—-18 = (x+6)(x—3)



Supistetaan murtolauseke.

1
X2 +3x—18  (x+6)(x-3) x-3

2X +12 2 (x-+6) 2
1

Nimittajan tekijd x + 6 saa arvon nolla, kun x =—-6. Koska nollalla
ei voi jakaa, murtolauseke on mééritelty vain, kun x # —6.

Vastaus: c=-18, XT_?’ kun X #—6
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Murtolauseke voidaan supistaa vain jos osoittajalla ja nimittajall& on
yhteinen tekija.

Jaetaan nimittdja tekijoihin.

1
6X-3=6(x——
(x-3)

Osoittajalla on tekija x —% , Jos ja vain jos % on sen nollakohta.

Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan vakio b.

2
4-(% +b-io12-0
2 2

b=22

Osoittajaksi saadaan 4x* +22x —12.

Ratkaistaan osoittajan nollakohdat ja jaetaan osoittaja tekijoihin.
4x*+22x-12=0
Tekij6ihin jaon voi
K6 tai x—i tehda my6s laskimella
2 tai ryhmittelemalla.

4x% +22X —12 = 4(x +6)(x —%)



Supistetaan murtolauseke.

1
2
4% +22x-12 X(“G)(f/j) | 2(x+6)  2x+12

6x —3 5(7/5 3 3

Nimittajan tekija x—% saa arvon nolla, kun x :%. Koska nollalla

ei voi jakaa, murtolauseke on méaritelty vain, kun x = 7'

2x+12 1
, kun x¢§

Vastaus: b=22,

HUOM:
Laskin saattaa ndyttaa osoittajan tekijoihin jaettuna muodossa
2(x+6)(2x-1).

Y114 olevassa ratkaisussa esitetty muoto voidaan sieventéé kyseiseen
muotoon.

4(x+6)(x—%) :2-(x+6)-2-(x—%) =2(x+6)(2x-1)

Murtolauseke supistuu talldin seuraavasti.

1
AX +22x—12  2(x+6) (2%=T) 2x+12
6x -3 3 (2x=T) 3
1
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Toisen asteen polynomilla voi olla enintdén kaksi nollakohtaa.
Polynomin nollakohdat ovat x, =-2 ja x, =—6, jos ja vain jos sen

tekijat ovat
X=X =X—(=2)=x+2,

X=X, =X—(-6)=x+6.

Funktion lauseke on siis muotoa P(x) =a(x+2)(x+6), jossa
a=0.

Ratkaistaan kertoimen a arvo.
P(0)=4
a(0+2)(0+6)=4
12a=4 |:12

1
a==

Siis P(x) = %(x +2)(x+6).

Vastaus: %(x+2)(x+6)
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Lasketaan polynomin P arvot kohdissa —3, ja g

Wl

P(-3)=12-(-3)°*+2-(-3)*-92-(-3)+30=0

P(%):12-(1j3+2.(3j2-92-(%)+30=o

3 3
P(g):lz-(gj +2-(gj —92-(g)+30=o

Koska P(—3)=P(%):P(§):O ovat —3, % ja g polynomin P
nollakohtia.

Koska polynomi P on kolmannen asteen polynomi, silla voi olla
enintdan kolme nollakohtaa. Muita nollakohtia ei siis voi olla.

Jaetaan polynomi P tekijoihin.
3 2 1 5
P(x) =12x° + 2x —92x+30=12(x—(—3))(x_§)(x_§)

=12(x+3)(x —%)(x —g)

Vastaus: Ei voi olla muita nollakohtia.
P(x) =12x° +2x* —=92x + 30 = 12(x + 3)(x —%)(x —g)
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a) Ratkaistaan yhtalo laskimella.
28x* —11x+1=0
X== tal x=

1
7 4

b) Jaetaan polynomi tekijoihin.

28x% —11x +1=28(x —%)(x —%)

1 1
=4'7(X—7)(X—Z)

1 1
=7(X—7)‘4(X—Z)

=(7x-1)(4x-1)

Vastaus: a) Xx= 1 tai x= 1
7 4

1 1
b) 28(x — 7)(x - Z) =(7x-1)(4x-1)
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Toisen asteen yhtéloll& on kaksoisjuuri eli vain yksi juuri tasmélleen
silloin, kun sen diskriminantti on nolla.

Muodostetaan yhtalon x> +18x+c =0 diskriminantti.
D=b’-ac

=18 -4-1-c
=324-4c

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan vakion ¢ arvo.

324-4c=0
—4c=-324
c=81
Yhtélon kaksoisjuuri on x = _b = _18 =-9.
2a 2-1

Kaksoisjuuren arvon voi selvittdd myos ratkaisemalla yhtalon.

x?+18x+81=0

x=-9

Vastaus: c =81, kaksoisjuuri x=-9
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Toisen asteen yhtéloll& on kaksoisjuuri eli vain yksi juuri tasmélleen
silloin, kun sen diskriminantti on nolla.

Muodostetaan yhtalon ax® —60x+25=0 diskriminantti.
D=b’-ac

= (~60)° —4-a-25
= -100a + 3600

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan vakion ¢ arvo.

—-100a +3600=0

—100a =-3600
a=36
Yhtalon kaksoisjuuri on x = _b__80_5
2a 2-36 6

Kaksoisjuuren arvon voi selvittdd myos ratkaisemalla yhtalon.

36x> —60x +25=0

X =

ool

Vastaus: a =36, kaksoisjuuri x :g
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Polynomilla on tekijand x+1=x-(-1), jos ja vain jos -1 on sen
nollakohta.

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan vakio k.
x> +kx+k*-7=0 |sijoitetaan x =-1
(-1)°+k-(-1)+k*-7=0
k?-k-6=0
k=-2 tai k=3

Muodostetaan saatuja vakion k arvoja vastaavat polynomit,
ratkaistaan niiden nollakohdat ja jaetaan polynomit tekijoihin.

1) Kun k =-2, niin polynomi on x*—2x+(-2)> -7 =x*—-2x-3.

Nollakohdat:
x?—-2x-3=0

x=-1 tai x=3

Jaetaan tekijoihin:
x* —2x-3=(x-(-1))(x=3) = (x+1)(x-3)

Toinen tekija on siis x — 3.



2) Kun k =3, niin polynomion x*+3x+3 —7=x"+3x+2.

Nollakohdat:
x?+3x+2=0

X=-2 tai x=-1

Jaetaan tekijoihin:
X2 +3x+2=(x—(-2))(x— (1)) = (x+2)(x +1)

Toinen tekija on siis x + 2.

Vastaus: k =-2, toinen tekijaon x -3
k = 3, toinen tekijadon x +2
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Murtolauseke voidaan supistaa vain jos osoittajalla ja nimittajall& on
yhteinen tekija.

Jaetaan nimittaja tekijoihin: x* —16 = x* —4% = (x +4)(x - 4)..

Osoittajalla pitaa olla siis tekijand x + 4 tai x —4.

1) Osoittajalla on tekija x + 4, jos ja vain jos —4 on sen nollakohta.

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan vakio b.

(-4 +b-(-4)-4=0
-4b+12=0
b=3

Osoittajaksi saadaan Xx° +3x —4.

X*+3x—-4=0
Tekij6ihin jaon voi
Xx=-4 tai x=1 tehda myos laskimella
tai ryhmittelemalla.

X +3x—4=(x+4)(x-1)

Supistetaan murtolauseke.

1
X2 +3x—4 (x4 (x-1) x-1
x*-16  (x-4)(x-4) x-4
1




2) Osoittajalla on tekij& x — 4, jos ja vain jos 4 on sen nollakohta.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan vakio b.
4 +b-4-4=0
4b+12=0

b=-3

Osoittajaksi saadaan x°—3x —4.

X2 - 3X - 4 = 0 - - - - -
Tekij6ihin jaon voi

x=-1 tai x=4 tehda myos laskimella
tai ryhmittelemalla.

X +3x—4=(x+1)(x—-4)

Supistetaan murtolauseke.

1
X2—3x—4  (x+1) (x~4)  x+1
X*=16  (x+4) (x~4) x+4
1




Nimitt4jan tekija x + 4 saa arvon nolla, kun x = —4. Koska nollalla
ei voi jakaa, murtolauseke on méaéritelty vain, kun x # —4.
Vastaavasti nimittdjan tekijad x —4 saa arvon nolla, kun x =4, joten
murtolauseke on mééritelty vain, kun x # 4.

Murtolauseke on maaritelty siis vain, kun x #-4 ja X #4.

Vastaus: Kun b = 3, on supistettu muoto X—_i
X —

. X+1
Kun b =-3, on supistettu muoto ——.
X+4

Murtolauseke on méaritelty, kun x#-4 ja x #4.
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Murtolauseke voidaan supistaa vain jos osoittajalla ja nimittajall& on
yhteinen tekija.

Jaetaan osoittaja tekijoihin.

x* —18x* +81=(x*)* +2-x*-(-9) +(-9)°

_(v2 _0)2
=(x"-9) Tekij6ihin jaon voi

2 tehd& myos laskimella
= ((X+3)(X—3)) tai nollakohtien avulla.

=(x+3)*(x-3)*

Nimittajalla pitaa olla siis tekijand x + 3 tai x — 3.

1) Nimittajalla on tekijd x + 3, jos ja vain jos —3 on sen nollakohta.
Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan vakio c.
-3+c=0
c=3
Nimittajaksi saadaan x+ 3.

Supistetaan murtolauseke.
x*—18x* +81 _ (x+3)*(x-3)

X+3 x+3

1

=(x+3)(x-3)?

Nimittajan tekijd x + 3 saa arvon nolla, kun x =-3. Koska
nollalla ei voi jakaa, murtolauseke on méaéritelty vain, kun x #-3



2) Nimittajalla on tekija x — 3, jos ja vain jos 3 on sen nollakohta.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan vakio c.
3+c=0
c=-3

Nimittajaksi saadaan x —3.

Supistetaan murtolauseke.
x*—18x2+81  (x+3)%(x—3)?

x—3 %<3

1

=(x+3)*(x-3)

Nimittgjan tekija x — 3 saa arvon nolla, kun x = 3. Koska nollalla
ei voi jakaa, murtolauseke on méaaritelty vain, kun x # 3

Vastaus: Kun ¢ = 3, on supistettu muoto  (x+3)(x—3)° ja
murtolauseke on méaritelty, kun x # -3.

Kun ¢ = -3, on supistettu muoto (x + 3)?(x —3) ja
murtolauseke on méaritelty, kun x # 3.



349

a) Yhtalossa x*—-3x-54=0 on a=1 b=-3 ja c=-54.

Lasketaan juurten summa.

X1+X2=—E:—_—3=3

1 Katso s. 98 marginaali.

b) Yhtalossd 4x°+21x+5=0 on a=4, b=21 ja c=5.

Lasketaan juurten tulo.

x, =823
TP a4
c) Yhtalén x*-3x-180=0 juurtensummaon X, +X,=—-—=3.

1

Ratkaisussa saatujen juurten summa on -15 + 12 = -3, joten
ratkaisu on virheellinen.

d) Koska toinen juuri on 1, niin toinen juuri on helppo ratkaista

juurien tulon avulla. Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan toinen
juuri.



e) Yhtalon 9x*> —4x—-5=0 toinen juurion x =1, silla
9.1°-4.1-5=9-4-5=0.

d-kohdan perusteella yhtalon toinen juuri on yhté suuri kuin
juurien tulo. Ratkaistaan toinen juuri.

Vastaus: a)3 b) %

d) x=—~ &) x=1tai x=—2
5 9



350

a) Polynomi x" -1 on jaollinen binomilla x -1, jos ja vain jos sen
nollakohtana on 1.

Sijoitetaan nollakohta x =1 polynomin x" —1 lausekkeeseen.
X"-1=1"-1=1-1=0

Siis x =1 on polynomin x" —1 nollakohta ja taten polynomi
x" —1 on jaollinen binomilla x - 1. [

b) Kayttaméalla a-kohdan tulosta tilanteeseen, jossa x =55 ja

n =99, saadaan, etta luku 55* —1 on jaollinen luvulla
55-1=54.

Koska luku 55% —1 on jaollinen luvulla 54 se ei ole alkuluku.
O]
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Polynomin x® +1 nollakohtaon x = -1, sill4
(-)®+1=-1+1=0.

Taten polynomi x* +1 on jaollinen binomilla x + 1.

Siis luku 123* +1 on jaollinen luvulla 123 + 1 =124 jaei ole
alkuluku. [



	241-300_valmis
	241
	242
	243
	244
	245
	246
	247
	248
	249
	250
	251
	252
	253
	254
	255
	256
	257
	258
	259
	260
	261
	262
	263
	264
	265
	266
	267
	268
	269
	270
	271
	272
	273
	274
	275
	276
	277
	278
	279
	280
	281
	282
	283
	284
	285
	286
	Muodostetaan lukujen erotus.
	287
	288
	290
	291
	292
	293
	294
	295
	296
	297
	298
	299
	300

	301-351_valmis
	301
	302
	303
	304
	305
	306
	307
	308
	309
	310
	311
	312
	313
	314
	315
	316
	317
	318
	319
	320
	321
	322
	323
	324
	325
	326
	327
	328
	329
	330
	331
	332
	333
	334
	335
	336
	337
	338
	339
	340
	341
	342
	343
	344
	345
	346
	347
	348
	349
	350
	351


