Tekija MAA2 e Polynomifunktiot ja -yhtalot e 26.8.2016
K1

a) (2xX°+xX-3+2)+(X*=x=-2)=2x"+x"-3x+2+ x> —x-2
=20+ X3+ X2 =3x—-x+2-2

=3x% + x* —4x

b) (x*=5x®+2x)—(-5x*—x+1)=x"-5x*+2x+5x* + x -1
=x*—5x*+5x>+2x+x -1

=x*+3x-1

Vastaus a) 3x*+x*—4x b)) x*+3x-1



K2

a) f(x)=x*+2x-1

f(3)=3+2-3-1=9+6-1=14

b) f(x)=-x®+4x*-x

f(=1) = —(~1)°+4(-1)? — (-1) =1+ 4+1=6

Vastaus a) 1(3)=14 b) f(-1)=6



K3

a) 12—-(a-(a-(2a+10)))=12—(a-(a—2a-10))

=12-(a—a+2a+10)
=12-2a-10

=-2a+?2

b) 20X+ x)+3x—(x—-2)=2-6Xx+3Xx—x+2

=12X+2X+2
=14x+2

Vastaus a) —2a+2 b) 14x+2



K4

a) [a-(-a-a)]-{2a-[-a+(a—-a)l}
=[a—(-2a)]-{2a-[-a+0]}
=[a+2a]-{2a+a}
=3a-—-3a
=0

b)  [(x=2%) = (=X)]-{x—[-(x+x) - x]}
=[x = ()] -{x-[-2x—x]}
=[-x+x]-{x-[-3x]}
=0—{x+3x}
=—4x

Vastaus a)0 b) —4x



3(x—4)=12-2(x-13)
3x-12=12-2x+6
3X+2x=12+6+12
5x=30
X=6

2 4 4
2—(2x+6)=4x-(1-x)

b) 1_2x+6= 1-x

2-2x—-6=4x-1+x
—2X—4X-X=-1-2+6
—7x=3

Vastaus a) x=6 b) x= _g

-4

|1 (=7)



K6

a) 2x>-3x*=2-3-x>-x*=6x""7 =6x’

b) —x*-4x=—-4x*-x=—-4x""=-4x°

c) -3x°-(-4x*)=-3-(-4)-x*-x*=12x*"* =12x°

d) 4x°-(-2x%)-x*=4-(-2)-x>-x*>- x> = -8x>*% = —8x"°



K7

d)

—4xX(X* =2) = —4x- x> +8x = —4x> +8x

X*(x*=3x) = x*-x* —x*-3x = x" —3x*

—4x%(—x* +5x) = 4x? - x* —=20x? - x = 4x* — 20x°

(Xt —4x%) = x° - x* —4x® X% = x° —4x®



Tekija MAA?2 e Polynomifunktiot ja -yhtilot ¢ 22.11.2016
K8

a) (x+D)2x+3)=x-2x+x-3+1-2x+1-3
=2x> +3x+2x+3

=2x*+5x+3

b) Qx+1)(x*-3)=2x-x"-2x-3+1-x*—1-3
=2x"—6x+x> -3

=2x+x" —6x-3

) (x=2)(—x"+5x)=—x-x"+x-5x+2-x*—2-5x
=—x"+5x" +2x" —10x

=—x"+7x* —10x

d) (x+2)(x+2)=(x+2)
=x*+2-x-2+2°

=x’+4x+4



K9

a) P(x)=2x>-5x*-(-4x)
=2'5'(—4)-X3-X2-X
= —40x°

P(-1)=-40-(-1)°=—-40-1=-40

b) P(X)=-x(-2x+1)—(x+1)(-4x+5)
=2X-X=X-1—(-Xx-4x+x-5-1-4x+1-5)
=2X* — X +4x* —5x+4x -5
=6x>-2x-5

P(-1)=6-(-1)2-2-(-1)-5=6+2-5=3

Vastaus a) P(x) =—40x° b) P(x) =6x*—2x-5
P(~1) = —40 P(-1) =3



K10

3a+1

az+4

A=2-(3a+1)(@’+4)+2-(3a+1)(a-2)+2-(a*+4)(a-2)
=2-(3a*+12a+a’+4)+2-(3a°-6a+a—2)+2-(a’—2a° +4a-8)
=6a’+24a+2a°+8+6a*—12a+2a—4+2a°—4a° +8a—16

=8a®+4a’+22a-12

Vastaus ~ Sarmion kokonaispinta-ala A=8a’+4a’ +22a—12.



K11
a) (2x+3)°=(2x)*+2-2x-3+3

=4x%+12x+9

b) (x—5)2=x?+2-X-(=5)+(-5)

=x%-10x+25

¢) (-3x+1)?=(-3x)*>+2-(-3x)-1+1°

=9x?—6x+1

d (x*-32=(x*)?+2-x*-(-3)+(-3)?

=x®—6x"+9



K12

a)  (-x=4)"=(-%)"+2:(-x) (-4) + (-4)°

=x*+8x+16

b) (xX*+x*)"=(x*)"+2-x>-x*+(x?)°

=x*+2x°+x*
c) (—£x+2)2:(—%sz+2-(——xj~2+22
==x*-2x+4
2 1 2
d) (1——xj :12+2-1-(—Zx)+(——xj
-ty Ly



K13
a) (x=2°=x*+3-x*-(-2)+3-x-(-2)*+(-2)°

=x®—6x>+12x-8

b) (-x=3)°=(-x)+3:(-x)" - (-3) +3- (-X) - (-3)" + (-3)’
=—x*-9x* - 27x-27

) (2x+1)’=(2x)*+3-(2x)*-1+3-2x-12+1°

=8x%+12x%* +6x +1



K14
a) Xx*—6x+a=x"+2-x-(-3)+a
=(x-3)% kuna=(-3)>=9

Voi my0s paéatelld toisin:
x> —6x+a=(-x)>+2-(-x)-3+a

=(-x+3)*, kuna=3"=9
b) x*+10x+a=x*+2-x-5+a
=(x+5)°, kuna=5"=25

Voi my0s pééatelld toisin:
x> +10x+a=(-x)>+2-(-x)-(-5) +a

=(-x-5)%, kuna=(-5)>=25

C) 4x*—ax+49=(2x)*+2- 2x-(—%)+ (-7)?

=(2x—7)2, kun —%:—7 eli a=28
tai

4x2—ax+49:(2x)2+2-2x-(—%]+72

=(2x+7) ko ~ 7 =7 eli a=-28



Voi my0s paatella toisin:
4x% —ax +49 = (-2x)* +2-(-2x) -%+72

= (-2x+7)", kun =7 eli a=28
tai
4x* —ax +49 = (-2x)* +2-(-2x) -%+ (-7)°

= (-2x=7)', kun =7 eli a=-28

d ax? +24x+36=(x/5x)2 +2-\/5x-£+62 |Oltavaa >0
a

Ja
=(\/5x+6)2

2

NEY

=(2x+6)", kun ===6eliva=2¢lia=4

Voi my0s péatelld toisin (a > 0):

ax’ +24x +36 = (—/ax) +2- (—\Ex)(—ﬂj +(=6)?

Ja
= (-2x—6)*, kun 12 gl Ja=2elia=4
Ja
Vastaus  a) Kun a =9, saadaan (x —3)° (tai (-x+3)%)

b) Kun a =25, saadaan (x +5)? (tai (-x-5)%)

¢) Kun a=28 ,saadaan (2x—-7)> (tai (-2x+7)*)
Kun a=-28, saadaan (2x+7)° (tai (-2x-7)%)

d) Kun a =4, saadaan (2x +6)° (tai (-2x-6)*)



K15

a) (-a-b)*=(-a)"+2-(-a)-(-b)+(-b)’
=a’+2ab+b’

=(a+b)? o

b) (~a+b)?=(-a)’+2-(-a)-b+b?
—a?+2-a-(~b)+(~b)?
—(a-b)? o



K16

a) (X+6)(x—6)=x*—6"=x*-36

b) (3x+2)(3x-2)=(3x)"-2°=9x* -4

c) (2x+5)(2x-5)=(2x)* -5" =4x*-25

d) (4x+3)(4x-3)=(4x)* -3 =16x*-9



K17

a) (2+x)(2-x)=22-x"=4-%*

b) (Y+X)(x—y)=(xX+y)(x—y)=x" -y’

c) (5-2x)(5+2x)=5"—(2x)* =25-4x°

2 1\(2 1) (2 V¥ (1} 22, 1* 4, 1
d |=x+=||zX—Z|=|=X| | 2| =X —S5==X" -~
37 2)\l3" 2) (3 2) 3 22 9" 4



K18

a) (2x-1(2+4x)-(x-2)*
=2X-242X-4Xx=1-2-1-4x - (X* +2-x-(=2) + (-2)?
=4X+8Xx*—2—-4x—- X’ +4x—-4

=7x* +4x-6

b)  2x%(x—3)? = (=x?*)(x* —4X)(x* + 4X)
= 2x° (x2 +2- % (-3) + (=3)?) + x* ((x*)* - (4x)2)
=2x% (x* —6X+9)+ X* (x* —16x%)
=2%? - X? = 2X%-BXx +2X7 -9+ X% - x* — x*-16x°
=2x* -12x° +18x* + x* —16x*

=x®—14x* —12x* +18x°

Vastaus a) 7x* +4x—6
b) x®—14x* —12x* +18x>



K19

2 x*-25 x*-5°
2x-10 2(x-5)
_(x+5) (x~5)
o 2(x~5)
X+
2
b) 1-4x* 1 —(2x)?
1+2x 1+2x
_ (12%) (1-2x)
147X
=1-2x
24x-18 6-4x-6-3
c) 2 = 2 2
16x°-9  (4x)° -3
6 (4x=3)
(4% +3) (4%=3)
b6
4x+3
Vastaus a) X+5 b) 1-2x c) 6

2 4x+3



K20

a) 4=2 koska 2>0 ja22=4.

b) +/36=6,koska 6>0 ja 6> = 36.

0) 17 (=4,123..).

d) v-16 ei madritelty, koska —16< 0.

Vastaus a)J4=2
b) V36 =6
¢) V17 (~4,123..)
d) v=16 ei maaritelty



X=—2taix=2

c) 3x*-15=0
3x* =15 :3

x2 =1
2

x2=5
x:—\/gtaix=\/§

Vastaus a) x=-8taix=8
b) x=-2taix=2
C) x =—5 tai x =+/5



a) (\/§)Z=3
b) (-26) =(-2-(V6) =4-6=24
0 3(v2) -4=32-4-6-4=2

d) 2a—x/¥=2a—|a| la<0
<0

=2a—(-a)
=2a+a

=3a



K23

a) V12-v2-27=14.3-42-49:3
=4-3-v2-9-43
=2V3-42-3/3
=—/3-2

b) 44/200-332=4-4100-2 -3-4/16-2
=4-4100 -2 -3-4/16 12
=4.10-v2-3-4.42
= 40v2 —122
=282

) 15 (+10~20 ) ~I5 10 15 /20

=/15-10 —+/15-20

=+/3.5.2.5-4/3.5.4.5
—/52 3252 /4.3
—5J6-5-2-3
~5J6-10/3



Q) VAT16-B-\30+2425 = V20~ 6-30+2485

Vastaus

a)
b)
c)
d)

—3-\2
282

5.6 —10+/3
2.5

~J4.5-J6-6.5+2-3.45
—25-/6?.5+6\5

= 2J5-6J5+65

SYNG



K24

a) (2+V5)(2-V5)=2~(v5)

b) (V2++3) =(V2) +2-v2 3 +(\3)
=2+2:6+3
=5+2/6

Vastaus a) -1

b) 5+2v6



K25
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K26

a) Viite \/3-2+/2 =1—+/2 ei pida paikkaansa silla nelidjuuren

arvo 1-/2 =+1-+/2 <0, mika ei juuren madritelman mukaan
ole mahdollista.

b)  V3+2v2 =1++/2 pita paikkansa, silla

1) 1++/2>0
2) <l+\/§)2 =1° +2-1-\/§+(\/§>2

—1+2J2+2=3+2

Vastaus  a) eiole b) on



K27

a)

b)

-2178 = -3, silla (=3)" = —2187.

Yhtélé x’ =—-2187 toteutuu, kun x = -3.

(Ratkaisuja on yksi, koska eksponentti 7 on pariton.)

/6561 =9,silla 9>0 ja 9* = 6561.
Yhtale x* = 6561 toteutuu, kun x=-9taix=9.

(Ratkaisuja on kaksi koska eksponentti 4 on parillinen.)



K28

a)

b)

Vastaus a) f,=f-q

3x* =48 |:3
x* =16
x=—416=-2 tai x=416=2

c cis d dis e f fis g

12

by f, c) f,="f-q

- 261,6-(%2 )7
—391,957...
~392,0 (Hz)

gis a ais h

|1 f, (#0)

|lg>0

f, = 261,1 Hz

q=42



K29

Vakiluku vuoden 2012 kesélla 600 000.
Véakiluku vuoden 2015 kesalla 627 000.

a) Vaékiluku kasvaa vuodessa k-kertaiseksi. Saadaan yhtélo

k*-600 000 = 627 000

(o 627000
600 000

k®=1,045
k = 3/1,045

Vuoden 2050 kesalld aikaa on kulunut 35 vuotta vuoden 2015
keséstd, joten vakiluku on silloin

k™ 627 000 = (/1,045 )35 .627 000 ~1 050 000



b) Vuoden 2015 jalkeen vakiluku kasvaa vuodessa p-kertaiseksi.
Saadaan yhtalo

p**-627 000 = 900 000

55900000 900
627 000 627

p= 17% =1,02438...=102,438... %

Vuotuinen vékiluvun kasvuprosentti on 2,438... % = 2,44 %.

Vastaus  a) Vuoden 2015 kesall& asukasluku on 1 050 000 henkea.
b) Vékiluvun vuotuisen kasvun pitdisi olla 2,44 %.



K30

c cis d dis e f fis g gis a as h ¢

fl fZ f3 f4 f5 fG f7 f8 f9 flO fll f12 f13 "'

Taajuudet muodostavat geometrisen jonon, suhdelukuna q.

Tiedetaan, etta f = f -q"" jaetta f,=2-f,. Saadaan yhtlo

2-f,=1.q" |1 f, (#0)
q=1%2 |lg>0

Selvitetaan sévelen g taajuus f,.
f, = 261,1 Hz

q=%2
- 261,6-(1\2/5)7
—391,957..
~392,0 (Hz)

Vastaus 392,00 Hz



K31

a) Funktion kuvaaja kulkee pisteen
(3,-5) kautta, joten
f(3)=-5.

b) Funktion kuvaaja kulkee
pisteiden (0,-8) ja (2,-8)
kautta, joten f(x)=-8, kun
x=0 tai x=2.

¢) Funktion kuvaaja leikkaa
x-akselin kohdissa x =-2 ja
x = 4, joten funktion
nollakohdat ovat -2 ja 4.

d) Funktion arvot ovat negatiivisia
niissa kohdissa, joissa sen
kuvaaja on x-akselin
alapuolella. Funktion f arvot
ovat negatiivisia, kun
—2<Xx<4.

Vastaus: a) f(3)=-5 b)x=0 tai x=2
c)x=-2 tai x=4 d)-2<x<4



K32

a) Funktion f arvo on negatiivinen, kun -4 <x <0.

b) Funktion g arvo on negatiivinen, kun x <0 tai x> 2.

¢) Yhtalon x*+4x=0 juuretovat f(x)=x*+4x nollakohdat.
Juuretovat x =—4 ja x=0.

d) Yhtalon —x*+2x =0 juuretovat g(x)=-x*+2x nollakohdat.
Juuretovat x =0 ja x=2.

Vastaus: a)-4<x<0 b)x<0 tai x>2
c)x=-4 ja x=0 d)x=0 ja x=2



K33

Koska pallo lentdd 21,0 m paahén, niin lentorata paattyy pisteeseen
(21, 0).

Sijoitetaan x =21 ja y =0 paraabelin yhtal6on ja ratkaistaan v.

10 ,
y=X-—"X
v
0-21-20 5p2
v
4410 510 | v2
v
4410+ 21v? =0
21v? = 4410 | 121
vZ =210

v=+210 tai v=-4/210

Koska nopeus on positiivinen, niin v=+/210 =14,491... ~14 (m/s) .

Vastaus: 14 m/s

Huomautus:

Nopeuden v arvon voi ratkaista myos kayttaméalla lentoradan
lakipistetta (10,5; 5). Tall6in nopeudeksi saadaan
v=14,158... m/s = 14 m/s.



K34

a) 2x2 =2x+4
2x* -2x-4=0 a=2, b=-2 c=-4
X_—(—Z)J_r\/(—2)2—4-2-(—4)_Zix/%_ZiG
2.2 4 4
4 4 4 4
b) N RLAV Y | -4
2" 4
22X +7x—4=0 a=2, b=7 c=-4
X_—7J_r\/72—4-2-(—4)_—7J_r\/a_—7i9
2.2 4 4
—7-9 -16 . 7+9 2 1
X=—=——-=-4 tal X= =—==
4 4 4 4 2

Vastaus: a)x=-1 tai x=2 b)x=-4 tai x= L



K35

a) 2X(x—4)+3=(x-3)* - 3x
2x* —8x+3=x*—6X+9—3x

2x> — x> —8Xx+9x+3-9=0

X2 +x-6=0 a=1 b=1 c=-6
11 -4.1.(-6) -1%V25 145
21 2 2
x=TT2_0_ 3 g x="L2 4
2 2 2 2

b) 2x%—2x(x —3)(x+3) +4x =14 — (2x —4)?
2x% = 2x(x* —9) +4x =14 — (4x* —16x +16)
2x° —2x*+18x +4x =14 - 4x* +16x-16

4x* + 22X —-16x+2=0

4> +6Xx+2=0 a=4, b=6,c=2
L, _6:V6'-4-4.2 64 62
2.4 8 8
6-2 -8 . 6+2 4 1
X=——=—=-1 ftal x= =—=—=
8 8 8 8 2

Vastaus: a)x=-3 tai x=2 b)x=-1 tai x= _%



K36

a) f(s)=1
—4s* +3s+1=1  |-(-1)
—4s*+3s=0 a=-4, b=3 ¢c=0
3+F-4.(-4).0 -3+3
2. (~4) -8

3-3 -6 3 .
—=— tal s
8 4

_3+3_0 _,
8

b) f(s)=0

—4s*+35+1=0 a=-4, b=3 c=1

.o —3+3-4-(-4)-1 -3+5

2-(-4) -8
 _—3-5_-8 3+5 2 1

A = L -

-8 -8 -8 -8




0) f(s)=2
—4s* +3s+1=2

—4s*+35-1=0 a=-4, b=3 c=-1

S_—Bi\/32—4-(—4)-(—1) _10++/-7
- 2-(~4) 2

Koska lukua /-7 ei ole méaaritelty, yhtalolla ei ole juuria. Taten
funktion f arvo ei ole 2 mill&&n muuttujan s arvolla.

Vastaus: a)s=0 tai s :%

b) s=—l tai s=1
4

¢) Ei milld&&n muuttujan s arvolla.



K37

Sijoitetaan x = V3 yhtaléon ja ratkaistaan vakion a arvo.

x*+ax—2a’=0
(V32 +a-\/3-2a%=0

2a2++/3-a+3=0

a=—§ tai a=+3

Muodostetaan arvoa a =+/3 vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.

X2 +~/3x—2(x/3)2 =0

X% + \/§x -6=0 Ratkaistaan laskimella.
X = —2\/§ tai x= «/5

Toinen juuri on siis —2./3.



3 i :
Muodostetaan arvoa a = —% vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.

2 2
x> —%x —g =0 Ratkaistaan laskimella.
X= —g tai x=+/3

L " 3
Toinen juuri on siis —7.

Vastaus: Kun a=-+/3, niin toinen juurion x= —2./3.

NG

3 .. L
Kun az—T, niin toinen juuri on x:—7.



K38

a) 2X* X< Xx+4

2x>—2x-4<0
Ratkaistaan funktion f(x) =2x*—-2x—-4 nollakohdat.

2x* -2x-4=0 a=2, b=-2 c=-4

(D) +(-2)"-4-2-(-4) 246
- 2-2 4

26 A1 i x=ﬁ:%:2

4 4 4

X
X =

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatelld&dn sen merkit.

Funktion f(x)=2x*-2x-4 \ /
+ i,

kuvaaja on ylospéin aukeava — .
paraabeli. l\_/'

Epayhtald 2x*—2x-4<0 toteutuu, kun -1 <x<2.



b) —x*+2x-1<0
Ratkaistaan funktion f(x)=—-x*+2x -1 nollakohdat.

—x*+2x-1=0 a=-1 b=2 c=-1

L2542 —4-(D) (D) 240 _-2
- 2-(-1) 2 22

=1

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatella&dn sen merkit.

Funktion f(x)=-x*+2x-1 1 )

kuvaaja on alaspdin aukeava — ° -
paraabeli, jonka ainoa / \
nollakohta on x = 1.

Epayhtald —x°+2x—-1<0 toteutuu, kun x # 1.




c)
(x=-Dx+D)+x+723—-(x-1)

X =1l+x+7>3-x+1
X+x+x+6-4>0

X’ 4+2x+2>0

Ratkaistaan funktion f(x)=x"+2x+2 nollakohdat.

X +2x+2=0 a=1, b=2, c=2
x_—2i\/22—4-1-2 _ —2++/-8
2-1 2

el ratkaisua

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja pdételldan sen merkit.

Funktion f(x)=x>+2x+2
kuvaaja on ylospdin aukeava

paraabeli, jolla ei ole
nollakohtia. - T T >

Epdyhtild x> +2x+2>0 toteutuu kaikilla muuttujan x
arvoilla.

Vastaus: a)—1<x<2 b) x#1
c) Epdyhtilo toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla



K39

Koska nelidjuuri on méaritelty vain epénegatiivisille luvuille, niin
funktio f(x)=+/x*—x—-2 on madritelty, kun x*-x—-2>0.

Ratkaistaan funktion x?>—x—2 nollakohdat.

X*—=x-2=0 a=1 b=-1 c=-2
. (D) +(-1)2-4-1-(-2) _1+3
2:1 2
X:E:_—Z:—l tai x:ﬁzizz
2 2 2 2

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatellaan sen merkit.

Funktion x*>—x—2 kuvaaja on \ /
v s f + +
ylospéin aukeava paraabeli. x,

Epayhtdlo x> —x—-2>0 toteutuu, kun x<-1 tai x>2.

Funktio f(x)=+/x*—=x—2 on siis méaritelty, kun x<-1 tai x>
2.

Vastaus: Xx<-1 tai x>2
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Luvun x nelion x* jaluvun x erotuksen x*—x tulee olla
enintddn 70. Muodostetaan ja ratkaistaan epdyhtalo.

X2 —x<70
x> —x-70<0

~7,881...< x <8,881..

Ehdon tayttavat positiiviset kokonaisluvut ovat siis
1, 2, 3, 4,5, 6,7 ja8.

Vastaus: 1,2 3,45 6, 7ja8
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a) Merkitaan joen suuntaisen sivun pituutta Y
Kirjaimella y (m).

Aitaa on kaytettavissa 106 m.
Ratkaistaan .

2X+Yy =106
y =106 — 2x
Muodostetaan pinta-alan lauseke.

A=x-y=x(106-2x) =106x — 2x>

b) Muodostetaan pinta-alan 1040 m? avulla yhtéld ja ratkaistaan x.
106x — 2x* =1040
—2x* +106x-1040=0
x=13 tai x=40

Kun x=13,niin y=106—-2x=106-2-13=80.
Kun x=40,niin y=106-2x=106-2-40=26.

Tontit mitat ovat siis 13m ja 80 m tai 40m ja 26 m.
Vastaus: a) sivun pituus 106 — 2x,

pinta-ala x(106 — 2x) = 160x — 2x°.
b) 13m ja 80m tai 40m ja 26 m
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Piirretddn kuva. Merkitadn hakkuualueen leveytta kirjaimella x.

70 —xr m 70m

100 — x m T

100 m
Siséosa on suorakulmio, jonka pituus on 100 —x (m) ja leveys
70 — x (m). Tamén alueen pinta-ala saadaan, kun alkuperéisesté
metsén pinta-alasta vahennetdan hakatun alueen pinta-ala.
Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan hakkuualueen leveys x.
(100 - x)(70—-x) =100-70—-2325
x> —170x + 7000 = 4675

x* —170x +2325=0

x=15 tai x=155

Hakkuualueen leveys ei voi olla yli 70 m, joten leveys x =15 m.

Vastaus: 15m
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Merkit4&n vuosittaista muutoskerrointa kirjaimella g, jolloin
taimenkanta tulee vuosittain g-kertaiseksi.

Vuonna 2014 taimenia oli 3000.

Vuonna 2015 taimenmaéara oli g-kertaistunut ja liséksi istutettiin
1500 taimenta, talléin taimenien maaré oli 3000 - q + 1500.

Vuonna 2016 taimenien maaré oli jalleen g-kertaistunut, jolloin
taimenien méara oli (3000- g +1500) - q = 3000q° +1500q .

Vuonna 2016 taimenia oli 3300. Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan
muutoskerroin q.

300007 +1500q = 3300
300007 +1500q — 3300 = 0

q=-1,3281... tai x=0,8281..

Muutoskertoimen arvo on positiivinen, joten
q=0,8281... =82,81... %.

Taimenkanta pienenee siis vuosittain
100 % —82,81... % = 17,18... % ~ 17 %.

Vastaus: 17 %
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a) 3x*-4x+2=0 a=3 b=-4¢c=2
Lasketaan diskriminantin arvo.

D =b’-4ac

=(-4)°-4-3-2=16-24=-8

Koska diskriminantin arvo on negatiivinen, niin yhtalolla ei ole
yhtéan juurta.

b) 5x —4 = X*

—x?+5x-4=0 a=-1 b=5 c=-4
Lasketaan diskriminantin arvo.
D=5-4.(-1)-(-4)=25-16=9

Koska diskriminanti arvo on positiivinen, niin yhtélolla on kaksi
juurta.



c)  (2x—-1)(1+2x)-2x*-8x+11=(x-1)*
(2x-1)(2x+1) —2x* —8x+11=x*—-2x+1
4x% —1-2x* —8x+11=x*-2x+1
2x% — x> —8x+2x+10-1=0
X —6x+9=0
Lasketaan diskriminantin arvo.
D=(-6)2-4-1.9=36-36=0

Koska diskriminantin arvo on nolla, niin yhtaloll& on yksi juuri.

Vastaus: a) ei yht&én juurta b) kaksi juurta
c) yksi juuri
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a) Funktio saa vain positiivisia arvoja, kun sen kuvaaja on kokonaan
x-akselin ylapuolella. Funktion f(x)=2x*—4ax+2 kuvaajaon
ylospdin aukeava paraabeli, joten se on kokonaan x-akselin

ylapuolella, kun silla ei ole yhtaan nollakohtaa.
Siis yhtalolla 2x* —4ax+2 =0 ei saa olla yhtaén juurta.
Lasketaan diskriminantti.

D=(-4a)’-4-2-2=16a"-16

Diskriminantin tulee olla negatiivinen eli pitaa ratkaista epayhtélo
16a*-16<0.

Ratkaistaan funktion 16a*-16 nollakohdat.

16a° -16=0
16a’=16  |:16
a’=1
a=1 tai a=-1

Hahmotellaan funktion kuvaaja ja paatelld&n merkit.

Funktion 16a*-16 kuvaajaon \ /
yl6spdin aukeava paraabeli. + +
N1

Epayhtilo 16a’—16 <0 toteutuu, kun —1 < a < 1. Funktio
f(x) =2x*—4ax +2 saa vain positiviisia arvoja, kun -1 <a< 1.



b) Funktio g(x)=ax*+2x—4 on toisen asteen funktio vain, kun
a#0.

Arvoa a =0 vastaava funktio g(x)=2x-4 on ensimmaisen

asteen funktio, joka saa my6s negatiivisia arvoja (esimerkiksi
9(0)=-4).

Oletetaan, ettd a # 0. Funktion g(x)=ax*+2x—4 kuvaaja voi
olla kokonaan x-akselin yldpuolella vain, jos se on ylospain
aukeava paraabeli. Pitaa siis olla a > 0.

Lasketaan yhtalon ax®+2x—4=0 diskriminantti.

D=2°-4-a-(-4)=16a+4

Yhtélolla ei ole yhtdan juurta, kun diskriminantti on negatiivinen.
Muodostetaan epéyhtélo.

16a+4<0
16a < -4 | :16

a<-—=
4

Koska piti olla a > 0, niin ratkaisu ei kelpaa. Siis funktion
g(x) =ax’ +2x—4 kuvaaja ei ole kokonaan x-akselin
ylapuolella millaan vakion a arvolla.

Vastaus: a)-l<a<l b) Ei milldan a:n arvolla.
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Sievennet&an yhtaloa.
tx% + 2tx + 2 =§tx2 +tx+1
4 2
tx? —Etx2 +2tx—tx+2—%: 0

e+ 320 | -4
4 2
—tx® +4tx+6=0 a=-t, b=4t, c=6
Yhtél6 on toisen asteen yhtald vain, kun t # 0. Pité4 siis tutkia
erikseen tapaukset t=0 ja t#0.
1) Oletetaan ensin, ettd t=0.
Muodostetaan arvoa t =0 vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.
—tx* +4tx+6=0
—0-x°+4-0-x+6=0

6=0

epatosi

Yhtél6 on identtisesti epétosi eli ei toteudu milladn muuttujan x
arvolla.



2) Oletetaan seuraavaksi, ettd t # 0.
Lasketaan diskriminantti.
D = (4t)> —4-(-t)-6 =16t° + 24t

Yhtélolla on tasmalleen yksi juuri, kun diskriminantti on nolla.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan t.

16t? +24t =0
'[=—E tai t=0
2

Arvo t=0 voidaan hylatd alkuoletuksen t# 0 perusteella.

Muodostetaan arvoa t = —g vastaava yhtalo ja ratkaistaan se.

—tx®> +4tx+6=0
3, 3
(D)X +4-(-2)x+6=0
( 2) ( 2)

Ex2—6x+6=0
2
X=2

Néin on saatu selville, ettd yhtalolla on tdsmalleen yksi juuri, kun

t= —g jatama juurion x = 2.

Vastaus: Kun tz—g, niin x=2.
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Sievennet&an yhtaloa.
3.2
x(x+1)+7=zx —t(x+1)
2 3 2
X+ X+7==X" —-tx—t
4
2 3 2
XT==X"+X+tX+7+t=0
1, 1
ZX +({t+)x+t+7=0 a:Z, b=t+1 c=t+7
Lasketaan diskriminantti.
2 1 2 2
D=(t+1) —4-2-(t+7):t +2t+1-t-7=t"+t-6

Yhtélolla on kaksi juurta, kun diskriminantti on positiivinen.
Muodostetaan epdyhtal? ja ratkaistaan t.

t?+t—-6>0

t<-3 tai t>2

Vastaus: t<-3 tai t>2
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a) x> +x=x(x+1)

b) 3x*-5x%=x*(3x-5)

C) IX*+6x+1=(3x)"+2-3x-1+1° =(3x+1)°

d) 25x* —20x+4 = (5x)* +2-5%-(-2) +(-2)* = (5x - 2)°

Vastaus: a) X(x+1) b) x*(3x—5)
c) (3x +1)? d) (5x—2)?
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a) x>—1=x"-1*=(x+1(x-1)

b) 9x* —-1=(3x)* —-1* = (3x +1)(3x -1)

c) 3x°—x*+9x-3=x*(3x-1)+3(3x 1)
=(Bx-1)(x* +3)
d) x*—2x*+4x-8=x*(x-2)+4(x-2)

=(x=2)(x*+4)

Vastaus: a) (x+1)(x-1) b) (3x+1)(3x-1)
c) (3x-1(x*+3) d) (x=2)(x*+4)
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a) x>-9x®=x}x*-9)

_ X3(X2 _32)
=x*(x+3)(x-3)

b) x°®—2x*—-16x+32=x*(x-2)-16(x-2)
= (x-2)(x* -16)
=(X=2)(x+4)(x-4)

c) 4x*(x+1)° —2x°(x+1)* = 2x*(x +1)*(2(x +1) - x)

=2x*(x+1)*(x+2)

d) xy* —x*=x(y* - x*)

= x((y*)* = (x*)*)
=x(y* +x°)(y* = x*)
= X(y* +X3)(y + x)(y - X)

Vastaus: a) x*(x+3)(x-3) b) (x—-2)(x+4)(x—4)
c) 2x*(x+1)*(x +2) d) x(y*+x*)(y+x)(y-x)
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5 3 3ry2
) X" =X :x(x 1)
x-1 x-1

XX +D) (x~T)
- =

=x}(x+1)

X —8x+16 xX*+2-x-(—4)+(-4)
b) 2 = 2 2
X —-16 X°—4

(x—4)*

T (x+4) (x~4)

0 X432 +3x+1 x*+3-x%-1+3-x-1*+1°

X° +2x+1 X*+2-x-1+1
_(x+D)?
=x+1
) 3 X—4
Vastaus: a) x’(x+1) b) — c) x+1

X+4
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a) (x+2)(x*-9)=0

X+2=0 tai x*-9=0
X=-2 x2=9

X=3 tai x=-3

b) 3x®-12x*-15x=0

3x(x* —4x-5)=0

3x=0 tai x*—4x-5=0 a=1 b=-4,¢c=-5
x=0 (4 -4-1-(-5) _4£6
21 2

X=4__6=__2:_1 tai X=4_+6:£:5

2 2 2 2



c) 2x* —4x® = -16X + 32
2x* —4x>+16x-32=0
2x3(x—2)+16(x—2) =0
(x-2)(2x*+16) =0

x-2=0 tai 2x°+16=0
X =2 2x°=-16  |:2
x*=-8
x=Y-8=-2
Vastaus: a) x=-3, x=-2 tai x=3

b) x=-1, x=0 tai x=5
C) x=-2 tai x=2
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a) 2x®—6x*—8x+24=0

2x*(x—3)-8(x—-3)=0

(x—3)(2x2-8) =0

x—-3=0
X=3

tai

b) 5x>-20x*=0

5x*(x* —4) =0
5% =0 |:5
x}=0

tai

2x*2-8=0
2x*> =8

X2 =4

|:2

X=2 tai x=-2

X*—4=0



c) x'-5x*+4=0 |sijoitetaan x* =t
t*-5t+4=0

_—(-5)%\(-5°-4-14 _5+3

t

21 2
122321 g 1=2+3_8_,
2 2 2 2
x> =1 X =4
x=1 tai x=-1 X=2 tai x=-2
Huomautus

Yhtalon voi ratkaista my0s tulon nollasadnnon avulla jakamalla

x*-5x*+4=0
X' —x*—4x*+4=0
X(x* -1 -4(x*-1)=0

(x> =D(x*-4)=0

Vastaus: Q) Xx=-2, x=2 tai x=3
b) x=-2, x=0 tai x=2
C) x=-2, x=-1, x=1 tai x=2
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Sijoitetaan x =1 yhtaloon ja ratkaistaan vakio a.
x*+3(2a-1)x*—4x+1-a=0
1*+3(2a-1)-1*-4-1+1-a=0
1+6a-3-3-a=0
5a-5=0
5a=5 |:5
a=1

Muodostetaan arvoa a =1 vastaava yhtalo ja ratkaistaan se
(laskimella).

x*+3(2a-1)x* —4x+1-a=0
x*+3-1-x* —4x+1-1=0
x*+3x°—4x=0

x=-4, x=0 tai x=1

Muut juuret ovat siis x=-4 ja x =0.

Vastaus: a=1, muutjuuret x=-4 ja x=0
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a) Aritmeettisen jonon perdkkaéisten jasenien erotus on vakio.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan Xx.

(x+3)—(3x*) = (x*) = (x+3)
X+3-3x*=x*-x-3

—x*-3x*+2x+6=0

X=-3 x:—\/E tai x:\@

Huomautus:
Yhtélon voi ratkaista myds tulon nollasadnnon avulla jakamalla

—x*=3x*+2x+6=0
—x*(x+3)+2(x+3)=0

(x+3)(-x*+2)=0



b) Geometrisen jonon perakkéisten jasenien suhde on vakio.
Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan x.

X2 x® = —x* - 64x

x5 +64x3=0
X=-4 tai x=0
Huomautus:

Yhtalon voi ratkaista myds tulon nollasaannollé erottamalla
yhteisen tekijan.

x®+64x*=0
x*(x®+64) =0

Vastaus: a) x=-3, Xx=—+2 tai x=+/2
b) x=-4 tai x=0
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a) (xX*-1(-x-1)=>0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelldan merkit.

Tekija x*—1: Kuvaaja on yléspain aukeava paraabeli.
x*=1=0
x=-1 tai x=1 : — ] ]
Tekijd —x-1: Kuvaaja on laskeva suora
-Xx-1=0

x=-1 _\:

Laaditaan polynomifunktion (x*-1)(—x-1) merkkikaavio.

x*-1 + - +
X-1 + - -
(X*-D(-x-1) + + -~ >
-1 1

Epayhtdlo (x*-1)(-x-1)>0 toteutuu, kun x <1.



x*—4x>0
X(x*—4)>0
Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija x:
Nollakohta on x = 0. Tekijan arvo on negatiivinen, kun x<0 ja
positiivinen, kun x > 0.

Tekija x* —4: Kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli.

x*-4=0
, + +x.
X“=4 — =2 ’

X=-2 tai x=2

Laaditaan polynomifunktion x*—4x merkkikaavio.

X - - + +
xX>—4  + - - +
>
X(x*-4) - + - +
—2 0 2

Epayhtald x(x*—4)>0 toteutuu, kun -2 <x<0 tai x>2.



x*—x*-2x<0
X(x*—x—-2)<0
Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelld&n merkit.

Tekija x:
Nollakohta on x = 0. Tekijan arvo on negatiivinen, kun x<0 ja
positiivinen, kun x > 0.

Kuvaaja on ylospéin

Tekija x*—x-2:
aukeava paraabeli.

X*-x-2=0 a=1 b=-1 c=-2
2
(D) -41-(-2) 123 R %
2.1 2 "
x=£:_—2:—1 tai X:E:E:Z
2 2 2 2

Laaditaan polynomifunktion x*—x*—2x merkkikaavio.

X - - + +
x>—-x-2 + - - +
>
X(x*-x-2) - + - +
-1 0 2

Epayhtdlo x*—x*—-2x<0 toteutuu, kun x <-1 tai 0 <x<2.

Vastaus: a) x<1 b) -2<x<0 tai x>2
c) x<-1tai 0<x<2
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Funktion f(x)=4x" kuvaaja on funktion g(x)=9x> kuvaajan
alapuolella niilla muuttujan x arvoilla, joilla epayhtalo f(x) < g(x)
toteutuu.

Sievennetaan epayhtaloa.
f(x)<g(x)
4x* < 9x?
4x* —9x% <0

x*(4x*-9) <0

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat ja paatelladn merkit.

Tekija x° : Kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.
X2 = 0 \ /
X=0 + ° -+ Xy
0
Tekija 4x*>-9: Kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli.
4x*-9=0

4x* =9 | :4 R

%xt
N3

- 2

P
I
~|©
(o]



Laaditaan polynomifunktion 4x*—9x*> merkkikaavio.

X2 + + + +
4x* -9  + - - +
X*(4x*-9)  + -~ -~ + >
3 0 3
2 2

Epayhtald x*(4x*—9) <0 toteutuu, kun _3x<0 tai 0<x<3,

Vastaus: —g<x<0 tai O<x<g
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Koska nelijuuri on méairitelty vain epédnegatiivisille luvuille, niin
funktio f(x)= \/ —x3 +9x + \/ x* —x? on madritelty niilli
muuttujan x arvoilla, jotka toteuttavat molemmat epayhtildisté

~x34+9x>0 ja x*-x2>0.
Ratkaistaan epayhtalot.
—x*+9x>0 xt=x*>0
x<-3 tai 0<x<3 x<-1 tai x=0 tai x2>1
Ne muuttujan x arvot, jotka toteuttavat molemmat epayhtdlot, on

helpompi péitelld, kun merkitdin epayhtiloiden ratkaisujoukot
ndkyviin lukusuoralla.

Molemmat epédyhtiloistéd toteutuvat, kun

x<-3 tai x=0 tai 1<x<3.

Vastaus: x<-3 tai x=0 tai 1<x<3
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Luvun x kuution x* tulee olla pienempi kuin sen neli6 x?
kolminkertaisena.

Muodostetaan epdyhtélo ja ratkaistaan se (laskimella).
x® < 3x°
x*—3x* <0
x<0 tai 0<x<3

Huomaa, ettd laskin saattaa ndyttéa ratkaisun myoés muodossa
x<3 ja x#0.

Ehdon toteuttavat positiivisen kokonaisluvut ovat 1 ja 2.

Vastaus: 1lja2
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Sievennetddn yhtdloa.

a’x? —adx+ 12 13 a’=9
44
a’x?-a3 13 a’l-9=0

T
Kyseessd on toisen asteen yhtdlo vain, kun a # 0. Pitéa siis tutkia
erikseen tapaukset a =0 ja a #0.
1) Oletetaan ensin, ettd a = 0.
Muodostetaan arvoa a = 0 vastaava yhtdlo ja ratkaistaan se.
a’x? —a3x+%a2 -9=0

~9=0

epatosi

Kun a =0, yhtilolli ei ole yhtddn juurta.



2) Oletetaan seuraavaksi, ettd a # 0.

2,2 _ 3., 13 2 o_ — ——q3 =12
a“x ax+4a 9=0 a=a“, b=-a’, c 4

Muodostetaan diskriminantin lauseke.

D=(-a%)?-4-q2 -({%az —9) = a5 —13a* + 364>

Yhtélolld ei ole yhtddn (reaalista) juurta, kun diskriminantti on
negatiivinen. Muodostetaan epdyhtilo ja ratkaistaan vakio a.

a® —13a* +36a% <0
B<a<-2 tal 2<a<3

Kohdista 1 ja 2 seuraa, ettd yhtdlolla ei ole yhtddn juurta, kun
—3<a<-2 tai a=0 tai 2<a<3.

Vastaus: 3<a<-2 tai a=0 tai 2<a<3
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a) Ratkaistaan nollakohdat.
2x* +12x+10=0  |:2

X2 +6x+5=0 a=1 b=6, c=5

—6++6°-4-1.5 —6++16 —6+4
2.1 2 2

Jaetaan tekijoihin.

2x% +12x+10=2(x—(-5))(x - (-1)) = 2(x + 5)(x +1)



b) Ratkaistaan nollakohdat.

x> —6X+5=0 a=1 b=-6 c=5
X_—(—6)i«/(—6)2—4'1-5_61@_614
2.1 2 2
(2874 2 4 i 84 10 ¢
2 2 2 2

Jaetaan tekijoihin.

X +12x+10=(x-1)(x —5)

Vastaus: a) 2x° +12x+10=2(x+5)(x +1)
b) x*+12x+10=(x-1)(x —5)



K62

a) Toisen asteen polynomifunktiolla voi olla enintdan kaksi
nollakohtaa.

Nollakohdat ovat x, =-1 ja X, :%,joten tekijat ovat
X=X =(x-(-1))=(x+1),
1
X—X,=(X-=).
,=(x=3)

Funktion lauseke on siis muotoa P(x) =a(x+1)(x —%) ,

missa a = 0.
Ratkaistaan kertoimen a arvo.

P(0)=-1

1
a(0+1)(0-2) =-1

Siis P(x) = 2(x +1)(x—%) =2x*+x-1.



b) Toisen asteen polynomifunktiolla voi olla enintdan kaksi
nollakohtaa.

Nollakohdat ovat x, = —% ja x, =2, joten tekijat ovat

1 1
%= (x| -
X=X, =(x-2).

Funktion lauseke on siis muotoa P(x) =a(x +%)(x -2),

missa a = 0.
Ratkaistaan kertoimen a arvo.
P(-1)=6
a(-1+ %)(—1— 2)=6
2a=6 |:2

a=3

Siis P(x) = 3(x +%)(x ~2)=3x"-5x-2.

Vastaus:  a) 2(x +1)(x—%)=2x2+x—1

b) 3(x+%)(x—2):3x2—5x—2
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Murtolauseke voidaan supistaa vain jos osoittajalla ja nimitté;jéalld on
yhteinen tekijé.

5x-35=5(x-7)

Osoittajalla on tekijd x — 7, jos ja vain jos 7 on sen nollakohta.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan vakio c.

2:-77=12-7+¢=0
144+c¢c=0
c=-14

Osoittajaksi saadaan 2x*> —12x —14.

2x* —12x—14=0

x=-1 tai x=7 tehdd myos laskimella
tai ryhmittelemalla.
¥ +3x—18=(x+1)(x-7)



Supistetaan murtolauseke.

1
2x2—12x—-14 2(x+1) (x~7) 2(x+1) 2x+2x

5x —35 5 (x~7) 5 5
1

Nimittajan tekijd x — 7 saa arvon nolla, kun x =7. Koska nollalla ei
voi jakaa, murtolauseke on maaritelty vain, kun x # 7.

Vastaus: =-14, %(x+1) = 2x;2x ,kun x #7




K64

Kolmannen asteen polynomilla P(x) = ax® + bx* + cx +105 voi olla

korkeintaan kolme nollakohtaa ja taten kolme tekij&a. Maéaritetdan
polynomin kolmas tekijé ratkaisemalla yhtald, jolla on sama
nollakohta kuin polynomilla.

X’ —14x+49=0

X=7
Koska polynomilla on nollakohtana 7, niin kolmas tekija on x —7.

Polynomin tekijét ovat siis x + 3, 4x—-5 ja x—7. Tallgin
polynomin lauseke on muotoa

P(x) =a(x +3)(4x —5)(x — 7) = 4ax® — 21ax’ — 64ax +105a,

missa a # 0.
Vakiotermin 105a tulee 105, joten a = 1.

Polynomin lauseke on siis

P(x) = 4x® - 21x* —64x +105.



Selvitetddn milla muuttujan x arvoilla polynomi P(x) saa vain
positiivisia arvoja. Muodostetaan epayhtalo.

4x° +21x* —64x +105> 0

—3<x<% tai x>7

Vastaus: Polynomi P(x) = 4x®—21x* —64x+105 saa vain

positiivisia arvoja, kun -3 < x <% tai x>7.



Tekija MAA2 e Polynomifunktiot ja -yhtalot e 26.8.2016
Al

a)  4(x+5)*+(2x+5)(2x-5)
=4.(x*+2-X-5+5%) +(2x)* - 5°
=4x? +40x +100+4x? - 25

=8x% +40x + 75

b)  2x(x-3)*—(x+1)(2x* —18x)
=2X-(X*+2-%X-(=3) +3%) — (x-2x* — X -18x + 2x* —18x)
=2X-(X* —6x+9) - (2x* —16x* —18x)
= 2% —12x* +18x —2x° +16Xx* +18x

= 4x% + 36X

Vastaus a) 8x*+40x+75 b) 4x*+36x



A2

a) 4x*—24x+36=(2x)*+2-2x-(-6) +6°

=(2x-6)°

b) 2x?-3x-9 Nollakohdat:

:2.(x—3)(x—(_gn 2x*—3x-9=0
34437 —4-2-(-9)

2 X
:2-(x—3)(x+§) 2:2
34481 3+9
= (x—=3)(2x+3) 4 4
x:3taix:—E
2

C) Xx'—2x>—4x*+8x=x(x*-2x*-4x+8)
=x(X*(x-2)-4(x~-2))
= X(x=2)(x* - 4)
= x(x=2)(x" - 2%)
= X(x=2)(x+2)(x~2)

=Xx(X+2)(x-2)°

Vastaus a) (2x—6)° b) 4x*+36xc) x(x+2)(x—2)



A3

a) 3/8-50=3/4-2-+25-2
_3.J4.2 252
=3.2.42-5.42
=632 -52
=2

b) 3(v6-3)=3-v6-(v3)
=3.6-3
=18 -3
-J9-2-3
=9-42-3
=3/2-3



Vo' Sy e

° \/7\/_ \/(a)—4
|a| J4 a2

SR
a2
- ai-4

a’-2-a
T a2

B a-M
(a+2)(a~7)

.

a+2

Vastaus  a) 2 b) 3v/2-3

a
C -
) a+2



A4

a) 2x*+5x =1
2x*+5x-1=0
Diskriminantti

D=b>-4ac=5"—4-2.(-1)=25+8=33>0

Siis yhtélolla on kaksi juurta.

b) e ity
9 4 3
e Lyilog
9 3 4

Diskriminantti

1) 11 11
D=b*-4dac=|-=| -A-=-—==-==0
( 3) A 9 A 9 9
Siis yhtalolla on yksi juuri.
b) yksi juuri

Vastaus  a) kaksi juurta



A5

Viitetaan, ettd \28+16+v/3 =4+ 24/3.

Tutkitaan véitteen paikkansapitavyytta nelidjuuren madritelman
avulla.

1) 4+243>0
2) (4+2v3) =42 +2-4-23+(243)
=16+16v3+4-3

—16+16+/3+12

—28+16+/3

Kohtien 1 ja 2 perusteella vdite pitaa paikkansa.

Vastaus on



A6

a) 3x® —5x =2x* —3x+15

3x2—2x?>—5x+3x—-15=0

x*—2x-15=0
v (D2 - 4-1-(-15)
2-1
_2+64 248
2 2
x=-3 tai x=5
b) 3x* —5x > 2x* —3x+15
x* -2x-15>0
Nollakohdat: Kuvaaja:
a-kohdan perusteella
nollakohdat ovat +\ _/ +
X=-3 ja x=5. = "‘”‘”“i

Epayhtalo toteutuu, kun x < -3 tai x>5.

Vastaus a)x=-3 tai x=5 b) x<-3 tai x>5



A7
a) X' —4(x* =x) =x°

X*—4x?+4x-x3=0
X*—4x* —x*+4x=0
X2 (X*—4) - x(x*-4)=0

(x*=x)(x*-4)=0
x> - x=0 tai x?—4=0

X(x-1)=0 tai x> =4
x=0 tai x—1=0 tai x=—/4 tai x=+/4
x=0 tai x=1 tai x=-2 tai x=2
b) Epayhtald x* —4(x*—x) > x* on yhtapitava epayhtalon
x* —4(x* = x) — x* > 0 kanssa. Polynomifunktio
f(x)=x"-4(x* —x)-x* voi vaihtaa merkkiain vain

nollakohdissaan, jotka ovat a-kohdan perusteella — 2, 0, 1 ja 2.
Testataan funktion f merkki laskemalla testipiste kultakin

valilta.
X | f(x)=x"-4(x*-x)-x*| f:nmerkki | f(x)>0
-3 f(-3)=60>0 + tosi
-1 f(-1)=-6<0 - epatosi
0,5| f(0,5)=0,9375>0 + tosi
1,5 | f(1,5)=-1,3125<0 - epatosi
3 f(3)=30>0 + tosi




fix) + l - |+ - +
A =2 |1 0a1 T 2 | X
-3 -1 0515 3

Testipisteiden perusteella epayhtéld toteutuu, kun
X<-2 tai 0<x<1 tai x>2

Toisin:
Epdyhtalon voi ratkaista my0ds kuvaajan avulla. Epayhtalo
x* —4(x* = x) > x* on yhtépitava epayhtilon
x* —4(x* = x) - x* >0 kanssa.
Piirretddn geometriaohjelmalla funktion
f(x) = x* —4(x* — x) — x* kuvaaja ja selvitetadn sen perusteella,
milld x:n arvoilla funktion arvo on > 0. Funktion f nollakohdat
ovat a-kohdan perusteella — 2, 0, 1 ja 2.

Epdyhtélo toteutuu, kun x <-2 tai 0<x<1 tai x>2.

Vastaus a) x=-2 tai x=0 tai x=1 tai x=2
b) x<-2 tai 0<x<1 tai x>2



A8

Ay I

Y x

|/
|/

f(xX)=x"-3x°+x*+3x-2

a) X' =3x°+x*+3x-2=0,kun x=-1, x=1 tai x=2.
b) x*-3x*+x°+3x-2<0,kun -1<x<1 tai 1<x<2.

) x'-3x*+x°+3x-2>0,kun x<-1, x=1 tai x>2.



A9

a)

(1+x)°*-(1-x)°

=(LP+3 1% x+3-1-x2+x) - (P +3-1%- (-x) +3-1- (—x)* + (-x)°)
=(1+3x+3x*+x*) - (1-3x+3x* = x%)

=1+3x+3x* + x> ~1+3x - 3x* + x°

=6Xx+2x°

=2x% + 6X




c) (a+b)’—(a—b)’
=(a’+2-a-b+b”)—(a*+2-a-(~b)+(-b)*)
=(a’+2-a-b+b*)—(a’*—2ab+b?)
=a’+2ab+Db*—a’+2ab—b?

a=100%"
=4ab

b =100
=4-100°*.1007%
= 4.100%0%°
=4-100°
=41
=4

Vastaus @) 2x°+6x

b) a+1
a

c) 4ab=4 kun a=100*° ja b=100"%,



Bl

a) X+2(Xx—7)"—(x+4)(x—4)
= X+2(XF+2-X- (=) + (=7)*) = (x* - 4%)
X+2(x* —14x+49) - x> +16
= X+2X* —28x+98— x> +16
=x?-27x+114
b) x®—3x*-9x®-3x*-10x
= x(x* =3x* - 9x* —3x -10)
=x(x*=3x*—9x* —x* +x*—3x—-10) | Ryhmittely
= x(x* - 3x* —=10x* + x* = 3x —10)
= X (X*(x* =3x —10) + (x* —3x -10))

x?-3x-10=0

o 3£(-37 -4-1-(-10)

= x(x? +1)(x? = 3x —10) 2-1

3+4/49 347
2 2

Xx=5 tai x=-2

= X(x* +1)(x = (-2))(x - 5)

= X(X* +1)(x +2)(x -5)



c) 2X* -6 < X2 +X
2x> —x*—x-6<0
X*—Xx-6<0
1) Ratkaistaan nollakohdat.

x2—x-6=0

_134(-1)* - 4-1-(-6)
- 2.1

14425
2
145

2

X=3 tai x=-2

X

2) Hahmotellaan kuvaaja y = x> —x—6.

Epayhtalon ratkaisu on —2 < x < 3.

Vastaus @) x*—27x+114
b) x(x*+1)(x+2)(x—5)
€) 2<x<3



B2

Piirretddn kuvaajat geometriaohjelmalla.

y

30

20

10

y=g(x)

y="Ff(x)

-10

-20

-30

f(x)=x*-9x, g(x)=7x

a) f(x)>0,kun -3<x<0 tai x>3.

b) g(x)<0, kun x<0.

c) g(x)> f(x),kun tai 0<x<4.



B3

x+1

A] x+1
2x -1
X
A; |c
b a
x1{ AZ
X+2

Koko kuvion pinta-ala saadaan laskemalla punaisten
suorakulmioiden pinta-alat yhteen ja véhentdmalld saadusta
summasta kahteen kertaan mukaan tulleen siniselld varjatyn yhteisen
osan pinta-ala.

Alemman punaisen suorakulmion korkeus on
a=02x-1)+(x-1)-(x+1)=2x-1+x-1-x-1
=2Xx-3
Sinisen suorakulmion kanta on
b=(x+2)-x=2
Sinisen suorakulmion korkeus on
c=(2x-1)—-(x+1)=2x-1-x-1
=X-2



A=A+A A
=(X+1)(2x -1+ (x+2)(2x—-3)-2-(x-2)
=2X2 = X+2X—1+2X" —3X+4Xx—6—2X +4
=4x* -3

Toisaalta pinta-ala on 33. Muodostetaan yhtalo.

A=33
4x*-3=33
4x* =33+3 |14

x2 =38

Vastaus Xx=3



B4
Mopoauton hinta tulee vuodessa k-kertaiseksi. Muodostetaan yhtalo.

k®-12 500 €=5550 € |:(12 500 €)

(5 _ 5550 €
12500 €

5550
12 500

5550
k=s
12 500

=0,8501...

=8501... %

Hinta laski keskimaéarin vuodessa

100 % —-85,01... % =14,98... % ~15 %

Vastaus 15 %



BS

a) f(x)=a(x—(-1))(x-0)(x—2)(x—3)
=ax(x+1)(x—-2)(x—-3)

f()=a1-1+1)1-2)(1-3)
=a-2-(-1)(-2)

=4a

Toisaalta f (1) =—24, joten saadaan yhtalo

da=-24 |14
a:_—24:—6
4

b) f(x)=a(x—(-1))" (x-2)

=a(x+1)?*(x-2)*

f)=a(l+1)°(1-2)°
=a-2*-(-1)°
=a-4-1

=4a



Toisaalta f (1) =—-24, joten saadaan yhtélo

da=-24 |14
a:_—24:—6
4

Vastaus a) f(x)=-6x(x+1)(x—-2)(x—-3)
b) f(x)=-6(x+1)*(x-2)°



B6

Olkoon nelibnmuotoisen tontin sivun pituus 6a, jolloin talon pituus

on puolet tontin sivun pituudesta eli 3a ja leveys kolmannes tontin

sivusta eli 2a.

Tontin pinta-ala on

Aontti = (63.)2 = 36&2

Piha-alueen pinta-alan avulla 3a
saadaan yhtalo

A, =400

piha

2a

(6a)? —3a-2a = 400 6a

36a% —6a’ =400

30a* =400 130
a2 200% _40
30 3
Lasketaan tontin pinta-ala.
A, =363’ a’= 4—30

12, 40

- 36

K
=40-12 =480 (m?)

Vastaus  Tontin pinta-ala on 480 m?.

ba



B7

X2 +tx—3x=2x*-2x-1
3x2 —2x2 +tx+2x—3x+1=0
X2 +tx—x+1=0

X +(t-1D)x+1=0

Kyseessa on toisen asteen yhtald. Ratkaisuja on tdsmalleen yksi, kun
diskriminantti D = 0.

D=0
b?*-4ac=0
(t-1)?-4-1.1=0

(t-1)°=4

t=-2+1 tai t=2+1
t=-1 tai t=3



Tapaus t=—1:
X +(t-1)x+1=0 [t=—-1
x> +(-1-1)x+1=0
x*—2x+1=0
X*+2-x-(-1)+(-1)*=0
(x-1)%*=0
Xx-1=0
x=1
Tapaus t=3:
X*+(t-1)x+1=0 | t=3
X +(3-1)x+1=0
X*+2x+1=0
X*+2-x-1+1°=0
(x+1)?*=0
X+1=0

X=-1

Vastaus Kunt=-1, niinx=1.
Kunt =3, niin x = -1.



B8

y

Aitauksen pinta-alaon A= xy .
Aitaa on kaytettavissa yhteensd 2x+y =36 (m).
Ratkaistaan y ja sijoitetaan saatu lauseke pinta-alan lausekkeeseen.

2X+Yy =36 x>0 ja y>0
y =36-2x 36—-2x>0
—2x>-36
A(X) = xy X<—_326
=X-(36-2X) B
X <18
=36x —2x°
0<x<18
= —2x% + 36X

Pinta-alafunktion kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli, jonka
suurin arvo I6ytyy huipusta. Huipun x-koordinaatti on symmetrian
perusteella nollakohtien keskiarvo.



A(x)=0
—2x*+36x =0
X(-2x+36)=0

x=0 tai —2x+36=0
—2X =-36
x=18

Huipun x-koordinaatti on x, = % =9. Tamé arvo kelpaa, silla se

kuuluu maarittelyvalille 0 < x <18 . Pinta-alan suurin mahdollinen
arvo on

A(9) =-2-9+36-9=162 (m?)
Vastaus  Aitauksen suurin mahdollinen pinta-ala on 162 m?.

Paraabelin huippu toisin:
Paraabelin y = ax® + bx + ¢ huipun x-koordinaatin saa laskettua

. —b
my0s suoraan kaavalla x, = 2
a

b y =—2x" + 36X
XO :2—
a a=-2, b=36
—-36
(=2)

_2‘
=9



B9

Ratkaistaan epayhtdlo t < 0,5 heli t <30 min.
t<30
0,01m* +0,03m +18 < 30 |-100
m? +3m +1800 < 3000
m? +3m +1800-3000< 0
m? +3m-1200<0
1) Nollakohdat 2) Kuvaaja

X—2 Kuvaaja on ylospéin
aukeava paraabeli.

y =m?®+3m-1200

+ +

-36 33 M

-36<m<33 |m=x0
0<m<33

Vastaus  Liikennevirran on oltava enintddn 33 autoa minuutissa.



B10

ax® —12x% + bx
x? —3ax+8

. x> —3ax+8#0.

Nimittaja on jaollinen binomilla x —2 , joten nimittajalla on
nollakohta x = 2. Sijoitetaan nimitt4jan lausekkeeseen x° —3ax +8

arvo x =2 ja muodostetaan yhtalo.
2°-3a-2+8=0
-6a+12=0
—6a=-12 |1 (~6)

Osoittaja on jaollinen binomilla x — 4, joten osoittajalla on
nollakohta x = 4. Sijoitetaan osoittajan lausekkeeseen

ax® —12x° + bx arvot x =4 seké jo ratkaistu a =2 ja muodostetaan

yhtalo.

2.4°-12.42+b-4=0
128-192+4b =0

4b=192-128 |:4
p=54
4

b=16



Sievennetdan murtolauseke.

ax® —12x% + bx

: |la=2, b=16
X —3ax+8
_ 2x°-12x* +16x
x?—3.2x+8
x?—6Xx+8=0
+.(=6) —4.1.
L B:y(-6° 418
21
_(X*—6x+8)-2x X¢6i\/z
x*—6x+8 2
6+2
X #——
2
X#4 ja x#2

=2X, X#4 ja X#2

Vastaus a=2 ja b=16
Murtolausekkeen supistettu muoto on 2x ja se on
madritelty, kun x =4 ja x #2.
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